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Kurzzusammenfassung: In dieser Arbeit wird ein rdumlich anisotropes Shastry-
Sutherland-Modell mit Spin 1/2 untersucht, eine Erweiterung des reguléren Shastry-
Sutherland-Modells, bei dem die Heisenberg-Kopplungen zwischen den Dimeren
mit einer bimodalen Anisotropie versehen werden. Ziel der Arbeit ist es, her-
auszufinden, welche Auswirkungen die Anisotropie bei T' = 0 auf die physika-
lischen Niederenergieeigenschaften dieses geometrisch frustrierten Quantenspin-
Systems hat. Zuerst wird ausgehend von einem, im Limes starker Dimere, un-
gestorten Grundzustand aus Singulett-Dimeren die Einteilchendispersion mithilfe
der Takahashi-Storungstheorie bis zur zweiten Ordnung untersucht. Die angeregten
Triplett-Zustidnde werden dabei als Hardcore-Bosonen im Rahmen eines Quasiteil-
chenmodells interpretiert. Die berechneten Dispersionsrelationen zeigen, dass durch
die Anisotropie nicht nur die Bandstruktur veréndert wird, sondern auch fiir grofte
Anisotropien ein Quantenphaseniibergang maoglich ist, der einen Ubergang von
einer Dimer-Phase in eine antiferromagnetische Néel Ordnung beschreibt. Bereits
kleine Abweichungen von einem vollstdndig isotropen Modell haben Auswirkungen
auf die Dispersion. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der Einfluss eines exter-
nen homogenen Magnetfeldes untersucht. Dafiir wird eine entartete Storungsrech-
nung bis zur ersten Ordnung in der zwischen-Dimer-Kopplung durchgefiihrt und
eine effektive Spinbeschreibung mithilfe der Matsubara-Matsuda-Transformation
eingefiihrt, die in einer klassischen Naherung gelost wird. Die magnetischen Eigen-
schaften wurden in Abhéngigkeit der Anisotropie des Systems und eines externen
Magnetfelds bestimmt. Dabei wurden schon bei jeder Abweichung vom isotropen
Fall Unterschiede festgestellt.
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1. Einleitung

Das Shastry-Sutherland Model wurde von Sriram Shastry und Bill Sutherland im Jahr 1981
entwickelt [1]. Das Modell beschreibt ein zweidimensionales Spin-1/2 Quadratgitter mit antifer-
romagnetischen Heisenberg-Wechselwirkungen wie in Abbildung la gezeigt. Der Hamiltonian
des Systems lautet

I{I:ngigj-l-fzglgma (1)
(4, t,m]

mit (i, 7) der Summe iiber alle Spins, die in Abbildung la diagonal verbunden sind und [, m]
iiber alle im gestrichelten Quadratgitter verbundenen Spins in Abbildung la. Urspriinglich
wurde nicht erwartet, dass es ein reales Material beschreiben wiirde [2], aber einige Jahre
spater wurde der frustrierte Quantenmagnet Strontiumkupferborat SrCus(BO3)s entdeckt,
dargestellt in Abbildung 1b, der sich bemerkenswert gut durch das zweidimensionale Spin-
modell beschreiben lésst [3]. In dieser Arbeit wird das Gitter immer wie in Abbildung 1b
skizziert.
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(a) Shastry-Sutherland Modell mit den gestri- (b) Zweidimensionale Projektion von Strontium-
chelten Wechselwirkungen J’ und den dia- kupferborat mit den relevanten Wechselwirkun-
gonalen Wechselwirkungen .J. gen zwischen den Kupferatomen [4].

Abbildung 1: Shastry-Sutherland Gitter

Ahnlich wie es in diesem Material der Fall ist, interessiert uns der Limes, in dem die diagonalen
Wechselwirkungen starker sind als die des Quadratgitters, J > J'. Die Spin-Paare, die mit der
starken Wechselwirkung verbunden und um jeweils 90° zueinander gedreht sind, bilden Dimere.
Bemerkenswert ist, dass das Modell bei dominanter Intradimerkopplung also J > .J’ einen ex-
akt 16sbaren Grundzustand in Form eines Singulett-Produktzustands besitzt [1]. Des Weiteren
fiihrt das Anlegen eines dufieren Magnetfelds zu einer Vielzahl von interessanten Magnetisie-
rungsplateaus [5], die eine Verbindung zwischen Theorie und Experimenten ermdglichen, was
nicht bei vielen Materialien der Fall ist [6]. Ein Uberblick und zusitzliche Referenzen zu den
Magnetisierungsplateaus des Shastry-Sutherland Modells sind in [7] zu finden.

Eine zusétzlich interessante Eigenschaft des Gitters kommt von der Anordnung der Spins
in vielen kleinen antiferromagnetischen Dreiecken. Durch die antiferromagnetische Kopplung
versuchen sich die Spins immer entgegengesetzt auszurichten. Da in einem Dreieck aber nie



alle drei Spins entgegengesetzt ausrichten kénnen, sind die Bindungen frustriert. Dieses Pha-
nomen nennt man geometrische Frustration [8] und es tritt in jedem antiferromagnetischen
Modell auf nicht bipartiten Gittern auf. Frustration hat viel interessante Eigenschaften zur
Folge, welche in Referenz [9] zu finden sind.

Angesichts der umfangreichen Forschung zum reguléren Shastry-Sutherland Modell [3, 7, 10,
11] widmet sich diese Arbeit einer anisotropen Form des Shastry-Sutherland Modells. Bei die-
ser bleibt die grundlegende Struktur der Spins und Wechselwirkungen gleich. Jedoch wird die
urspriinglich gleich starke Wechselwirkung J’ nun in zwei unterschiedliche Wechselwirkungen
J1 und Jo aufgeteilt, sodass die beiden Verbindungen, iiber die ein Dimer in Abbildung 1b
mit dem néchsten Dimer gekoppelt ist, unterschiedlich stark sind. Die aufgeteilten Wechsel-
wirkungen sind dabei immer noch schwécher als die Intradimerkopplung J > Ji 2. Solche
anisotropen Verbindungen zeigt zum Beispiel das Material ErasBeaGeOo, dessen Eigenschaften
in der Referenz [12| untersucht wurden. Auch Strontiumkupferborat zeigt unter Druck ani-
sotrope Eigenschaften [10]. In dem anisotropen System herrscht aufgrund der grundlegenden
Kopplungsstruktur immer noch geometrische Frustration.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit der Takahashi-Storungstheorie sich der Losung fiir das System
im thermodynamischen Limes perturbativ zu ndhern. Zuerst wird dafiir im zweiten Kapitel
der Hamiltonian fiir den anisotropen Fall aufgestellt und das Modell mit einer Einheitszelle
und Gittervektoren genau definiert. Dann werden im dritten Kapitel die Methoden fiir die
Storungsrechnung erkldrt, um dann im vierten Kapitel die Resultate der Berechnungen zu
zeigen. Zuletzt wird die gesamte Arbeit im fiinften Kapitel zusammengefasst und zukiinftige
Forschungsmoglichkeiten aufgefiihrt.



2. Das anisotrope Shastry-Sutherland Modell

Das Shastry-Sutherland-Modell stellt in der Festkérperphysik ein wichtiges Modell zur Unter-
suchung frustrierter Heisenberg-Quantenmagneten dar. In dieser Arbeit wird eine anisotrope
Erweiterung betrachtet, die von der Form genau wie das regulére Shastry-Sutherland Modell
in Abbildung la aufgebaut ist, nur mit unterschiedlich starken Kopplungen zwischen den Di-
meren, die schwécher als die Intradimerkopplung sind J > J; 2. Eine Skizze des anisotropen
Shastry-Sutherland Modells ist in Abbildung 2 zu sehen. In diesem Gitter definieren wir zwei
Basisvektoren € ,, deren Betrag und Richtung den Abstinden zwischen den Mittelpunkten

der Dimere entsprechen.

Abbildung 2: Anisotropes Shastry-Sutherland Modell. Die starken Wechselwirkungen auf
den Dimeren sind durch schwarze Doppellinien gekennzeichnet. Die Ji-
Wechselwirkungen sind griin und J2-Wechselwirkungen rot eingezeichnet.

Die Einheitszelle des Gitters besteht aus zwei Dimeren mit den zwei Gittervektoren uy = é,—é;
und s = €, + €, welche das Gitter aufspannen. Dies ist in Abbildung 3 dargestellt.
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Abbildung 3: Darstellung der Einheitszelle des anisotropen Shastry-Sutherland Gitters mit
Gittervektoren 1, .




Der Hamiltonian fiir das gesamte System ist gegeben als

H = JZSS + 1Y SkSi+ 2 Y SnS, (2)

(3,9) (%,1]1 [m,n]2

mit (i, j) der Summe iiber alle Dimere, [k, {]; der Summe {iber alle .J;-Verbindungen und [m, n]2
der Summe iiber alle Js-Verbindungen. Dabei ist in unserem Limes die Wechselwirkung in den
Dimeren um einiges stéarker als die Wechselwirkung zwischen den Dimeren J > Jp,Js. Wir
teilen deshalb den Hamiltonian auf H = Hy + V, wobei Hy der ungestorte Teil ist und V die
Storung ist. Der Term V soll ,klein“ gegeniiber dem ungestorten Teil sein. In unserem Fall
definieren wir

lff():JZgigj, V= lesksl-i-JQ Z S S (3)

(3,9 (k)1 [m,n]2

Ohne den Stérungsterm V' kann man alle Dimere einzeln betrachten, wobei sich fiir jeden Dimer
die bekannte Singulett-Triplett-Losung fiir eine Spin-1/2 Heisenberg-Wechselwirkung ergibt.
In Abbildung 4 sind die Eigenzusténde sowie die zugehorigen Eigenwerte, die den Energien
dieser Zustdnde entsprechen, dargestellt.
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Abbildung 4: Singulett-Triplett Zustédnde und Eigenwerte eines Spin-1/2 Dimers mit antifer-
romagnetischer Heisenberg Wechselwirkung J.

Der Eigenwert —%J ist die Eigenenergie des Singulett-Grundzustands |s) und iJ ist die Ei-
genenergie des 3-fach entarteten angeregten Triplett-Zustands [t¢) mit o = +1,0, —1. Fiir das
gesamte System aus Ny Dimeren ergibt sich ein 4V¢ dimensionaler Zustandsraum aus den
Tensorprodukten zwischen den jeweils vier moglichen Zusténden der Dimere pro Platz. Das
System hat dann die Eigenenergien

E,=-J(3Ng—n) mit n=0,1,2,..., N, . (4)
Zwei Eigenzusténde sind zum Beispiel
Grundzustand: |s,s,...,s) =|0)  Angeregt: |s,t7,s,t%,s,...,s) = [2F,4%) (5)

wovon nur der Grundzustand mit Energieeigenwert —%J - N4 nicht entartet ist. Der exempla-
risch angeregte Zustand hat ein |t+) Triplett auf dem 2. Platz und ein |t°) Triplett auf dem 4.
Platz. Die Nummerierung der Platze ist dabei willkiirlich gewahlt.



2.1. Wirkung der Stérung

Um Aussagen iiber den Effekt der Storung fiir das gesamte System machen zu kénnen, wird
ein Ausschnitt von zwei benachbarten Dimeren genommen, wie in Abbildung 5 dargestellt.

Abbildung 5: Ausschnitt der Kopplung zwischen zwei Dimeren aus dem anisotropen Shastry-
Sutherland Model.

Der Hamiltonoperator fiir ein solches Zwei-Dimer- System H, = Hy + V5 wird aufgeteilt in
Intradimerwechselwirkungen H, und eine Storung Vs genauso wie fiir das gesamte System in
Gleichung 3. Die beiden Operatoren H, und Vs kénnen wie folgt geschrieben werden:

Hy= J(S1S; + S35))
J( (S1 Sy + Sy S5+ S5S; +S55) + 5755 + S557)

Vo = J15555 4 J55,5]
= Ji(5(S5 S5 + 85 55) + 5595) + Jaf

(6)

3(S555 + 55 57) + 55.57) "
mit S; dem Spinoperator, S7 dem Spinoperator in z-Richtung und Sii dem Auf- und Abstei-
geoperator der einzelnen Spins. V5 ist die Storung zwischen Spin 2 und 3 mit Kopplungsstarke
J1 und zwischen Spin 2 und 4 mit Kopplungsstarke Js.

Nun wollen wir die ,Wirkung“ des Vi-Terms zwischen den zwei Dimeren in der Singulett-
Triplett-Basis anschauen, um diese spéter fiir das gesamte System anwenden zu kénnen. Dazu
wirken wir mit der Stérung auf die ungestorte 16-dimensionale Singulett-Triplett-Produktbasis
des Zwei-Dimer-Systems. Die Produktbasis hat die Form

{|ss), st |st%), [st™), |tTs), ..., [t7t7)}. (8)

Wir definieren, dass der Spin mit der niedrigeren Zahl in den Dimeren immer in einem
Singulett-Zustand |s) = %(H 1) =]} 1)) der erste bzw. rot markierte Spin ist, um das Vor-
zeichen immer konsistent zu halten.

Als ein Beispiel betrachten wir den Zustand

1
= — — ) 9
|st™) ﬁ(\NTﬂ ) (9)
Wenn man die Stérung auf diesen anwendet, ergibt sich

VIst*y = —= (G IR = ST — L) + B 1) — L) — att) (10)

1
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Um die Anteile der resultierenden Zwei-Dimer-Zusténde in der Singulett-Triplett-Basis her-
auszufinden, projiziert man V' |st™) auf die jeweiligen Zustande:

Ly

(ths| V[st*) = §(§J2 —3J1) (11)
N 1
@OV [st7) = S(—hn — ). (12)

Daraus ergibt sich, dass Triplett-Anregungen durch die Stérung von einem Dimer zu einem
benachbarten Dimer ,hiipfen und neue erzeugt werden konnen. Die gesamten Moglichkeiten
fiir den Zustand |st™) sind:

-3
Jo+J1 ’t+> ’t0> .:.::~\|4|
4

Jo—J1

.:.:;;;:n |s) [tT) [£7) 1s) -:-:::jﬁ

—Ja—J1
4

©)[+) a=ac

Die Amplitude fiir das Springen und Erzeugen von neuen Anregungen ist fiir die anderen
zwei Triplett-Zustidnde immer die gleiche. Fiir alle mdglichen Interaktionen ergibt sich eine
16-dimensionale Matrix, die Eintrége aller Amplituden, die die Stérung beitragen kann, bein-
haltet. Diese Matrix kann man aufgrund ihrer Gréfse in Anhang A finden.

An dem Beispiel in Abbildung 6 sieht man, dass nicht fiir alle Richtungen, in die das Triplett
springen kann, das Vorzeichen der Amplitude gleich ist, sondern davon abhéngt, in welcher
Reihenfolge die Singulett-Zustdnde auf den Dimeren definiert sind und wie J; und Jo ange-

ordnet sind.
~ 'I" ““ - Jl — J2 ~ 'I" ““ -
1. H.:oﬁ 4 H.:.ﬁ
AN Jy—J; AN
2 [re=m [ —— [ e

I |

Abbildung 6: Zwei Moglichkeiten fiir einen beliebigen Triplettzustand, markiert als roter Di-
mer, in dem anisotropen Shastry-Sutherland Modell zu springen. Uber den Pfei-
len sind die entsprechenden Amplituden eingezeichnet.



Im ersten Fall des Beispiels ist der zweite Spin mit dem ersten eines anderen Dimers {iber
J1 verbunden, wodurch in der Amplitude der Stérung Jo positiv und J; negativ ist. Tauscht
man eine dieser drei Komponenten, wie zum Beispiel im zweiten Fall, bei dem der erste Spin
mit dem ersten eines anderen Dimers iiber J; verbunden ist, tauschen sich auch die Jj o in
der Amplitude der Stérung und wenn diese aus der Differenz von J; o besteht, dreht sich das
Vorzeichen.

2.2. Einheitszellen

Dies motiviert die Reihenfolge der Spins in den Dimeren fest zu definieren, da der Singu-
lettzustand sich antisymmetrisch unter Vertauschung der Spins verhalt %(HL) - 1)) =

—%(Hﬂ — 1)) und sich damit das Vorzeichen der Amplitude der Stérung éndern kann, wie
in Abbildung 6 gezeigt. Dafiir gibt es zwei fiir uns relevante Moglichkeiten.

Zum Einen kann man die Reihenfolge immer konsistent auf jedem Dimer halten, sodass
alle ersten und zweiten Spins auf den Dimeren gleich ausgerichtet sind — wie in Abbildung 8a
gezeigt. Mit dieser Konvention besteht die kleinste mogliche Einheitszelle, mit der sich das
gesamte Gitter eindeutig rekonstruieren lasst, ndmlich aus zwei Dimeren. Allerdings ist dabei
von den waagerechten zu den senkrechten Zwei-Dimer-Systemen J; und J5 in der Amplitude
der Stérung vertauscht. Wenn man eine globale Eichfreiheit U — W - ™ auf beiden Dime-
ren berticksichtigt, unter der sich die Amplitude nicht veréndert, ergeben sich daraus zwei
verschiedene Konfigurationen, die in Abbildung 7 dargestellt sind.

1
¥,
ee—®»:. | % J
..... 5
(a) Konfiguration 1 (b) Konfiguration 2

Abbildung 7: Darstellung der zwei verschiedenen Zwei-Dimer-Systeme, die bei einer 1x2 Ein-
heitszelle entstehen.

Durch das Vertauschen von J; und Jy zwischen den waagerechten und senkrechten Systemen
fiihrt bei bestimmten Storungstermen zu einer Vorzeichendnderung, wodurch das Teilchen-
springen richtungsabhéngig wird — siehe Abbildung 6.

Die zweite relevante Konfiguration besteht darin, dass die Reihenfolge in jeder zweiten Spalte
getauscht wird, wie in Abbildung 8b dargestellt. Dadurch sind alle Zwei-Dimer-Systeme, die
man aus diesem Gitter erhélt, wenn man wieder die fiir die Stérung invariante globale Phase
¢'™ auf beiden Dimeren beriicksichtigt, gleich aufgebaut. Die kleinste mogliche Einheitszelle
besteht dann aus 4 Dimeren.



(a) keine Phasenverschiebung (b) Phasenverschiebung jede 2. Spalte

Abbildung 8: Anisotropes Shastry-Sutherland Modell mit zwei Mdoglichkeiten die Singlettzu-
stéande zu orientieren mit den zugehorigen Einheitszellen und Einheitsvektoren.
In (a) ist die Rheinfolge der Spins gleich ausgerichtet. In (b) ist in jeder zweiten
rot markierten Spalte die Rheinfolge vertauscht

Physikalisch ist die Wahl der Einheitszelle irrelevant. Sie spiegelt nur eine Eichfreiheit ¥ —
W-e'™ auf den spezifischen Dimeren wider. Zur Reduzierung der Komplexitét der Berechnungen
wird im Folgenden die 1x2-Einheitszelle verwendet.

Wir wollen fiir die Storungsrechnung das System in der Produktbasis aus einzelnen Dimeren
beschreiben. Dafiir benotigen wir eine genaue Bezeichnung der einzelnen Dimere, die wir ab
jetzt auch als Sites bezeichnen. Dazu benennen wir das waagerechte Dimer innerhalb einer
Einheitszelle als Site a und das senkrechte Dimer als Site b. Dies ist in Abbildung 9 veran-
schaulicht. Zum Aufspannen des Gitters benutzen wir die zwei Gittervektoren @1 und ws.

e B ahe
A A
B B

Abbildung 9: Darstellung der 1x2 Einheitszelle mit den Gittervektoren o und den zwei Di-
meren a, b innerhalb der Einheitszelle. Die Sites a und b sind nur fiir eine bessere
Sichtbarkeit grofs geschrieben.




2.3. Quasiteilchenmodell

Angesichts der Struktur der Produktzustdnde in Gleichung 5 bietet es sich an, das System als
Quasiteilchenmodell zu beschreiben. In diesem Quasiteilchenmodell wird der Zustand, in dem
alle Dimere im Singulett-Zustand sind, als Vakuum interpretiert. Die drei Triplett-Zusténde
entsprechen dann drei verschiedenen Teilchentypen, die sich auf dem Gitter aus Dimeren wie
Hardcore-Bosonen verhalten — das heifst, es konnen nicht zwei Teilchen gleichzeitig denselben
Dimer besetzen. Die Quasiteilchen kénnen mit dem Erzeugungsoperator ¢t erzeugt werden und
mit ¢ dem Vernichtungsoperator vernichtet werden. Fiir die drei verschiedenen Teilchensorten
schreiben wir (t*)f und (%) mit a € {~1,0,+1}. Fiir die Beschreibung, auf welchem Dimer
bzw. Site der Operator wirkt, verwenden wir den Vektor o/

U = nitq + notip mit ny,ny €72, (13)

der beschreibt, in welcher Einheitszelle sich das Teilchen befindet und einen Buchstaben s €
{a, b} fiir die zwei Sites innerhalb einer Einheitszelle wie in Abbildung 9.

Aus diesen Operatoren kann man einen Zédhloperator bilden nf (ta )Tto‘ der einem
Vernichtungs- und Erzeugungsoperator einer Teilchensorte angewendet auf dem glelchen Site
entspricht. Das Springen von einer Site zu einem anderen kann durch einen Vernichtungs- und
Erzeugungsoperator einer Teilchensorte ausgedriickt werden, die nicht auf dem gleichen Site
wirken hﬂ 5 (to‘ )Tta In diesem Fall wird ein Springen von Site a nach b innerhalb einer
Elnheltszelle beschrleben
Den Hamiltonian H in der Singulett-Triplett-Basis kann man dann als

I{I:EIQ—FV

= _J<431Nd - Z Zﬁg,s>
vs o
bS5 (a5t B 05,015

(V,si0,8"), o,

(T,s;0",8") o, 8,7,0

(14)
- > Z( ﬁstﬁ’ s+ Bap (15, )Ttg’:s’)
(,s;0",8")
S Bt ST B 3
(V,s<v’ s> a, B,y (U,s>0" S) o, B,y
— > Y Dapy IS 0L DT ST DT Bagy @50 (1, )1
(U,s<v',s"), a,Byy (U,s>v",s"), a,Byy
+ h.c.

schreiben, wobei ) . die Summe iiber alle Einheitszellen 77 sowie Plitze s = a,b innerhalb der
Einheitszelle ist und Z die Summe fiir iiber alle drei Teilchensorten bzw. Triplettzusténde
a=+1,0,-1.

Die Summe mit (7,s; 7, s’) geht {iber alle benachbarten Sites (7, s) und (¢/,s") wobei aber

jede Verbindung aus zwei Dimeren nur einmal vorkommt. (77, s;7,s"), und (7, s; 7, ¢’ ), sind



Einschrankungen auf nur horizontal (entlang der é€,-Richtung) benachbarten Sites und nur
vertikal (entlang der é€y-Richtung) benachbarten Sites. Dabei ist 2€, = uy — @1 und 2€, =
Ug + U1.

(,s <V,s),und (¥,s > 7/, ¢') . sind noch weitere Einschréankungen mit <, wo das erste Dimer
(v, 5) mit nur einem der beiden Spins mit dem néchsten Dimer (v, s’) koppelt oder >, wo das
erste Dimer (v, s) mit beiden Spins mit dem néchsten Dimer (', s") koppelt. Die Beschrankung
auf nur €, oder €y-Richtung gilt dabei auch.

> a,8,.. ist die Summe tiber alle Kombinationen der jeweils drei Teilchensorten.

Die Tensoren A,g; Bag; Cagy; Dagys befinden sich aufgrund ihres Umfangs in Anhang B.
Der Hamiltonian ldsst sich nicht ohne Weiteres diagonalisieren. Daher fithren wir nun eine
Storungsrechnung ein, um eine approximative Losung zu erhalten.

10



3. Methoden

3.1. Takahashi Stérungstheorie

Fiir einen Grofteil der Berechnungen in dieser Arbeit wird die Takahashi-Stérungstheorie
verwendet. Diese ist ein storungstheoretisches Naherungsverfahren, um sich approximativ ein
analytisch nicht 16sbares Problem in der Quantenmechanik zu n&hern. Sie wurde 1976 von
Yasushi Takahashi entwickelt [13]. Dafiir wird das System in einem Hamiltonian der Form

H=Hy+\V (15)

gebracht. Dabei ist V eine Stérung, die in der Summe mit Hy nicht analytisch losbar ist,
0 < XA € R eine kleine Zahl und Hy ein analytisch 16sbarer Teil:

(Ho — Eo)vo =0 (16)

E, sind Eigenenergien und vy die Eigenzustinde von Hy. Wir definieren einen Unterraum U
aller Eigenzusténde eines Eigenwertes Fy, auf den der Projektor Py abbildet.

Von dem ungestorten auf den Unterraum der Eigenzustidnde mit Stérungsterm U mit Pro-
jektor P koénnen wir mit der linearen Transformation I" abbilden:

v =Ty I = PPy(PyPPy)~ /2 (17)

. = (2n—1!!
mit (P PPo)Y2=Py+ > (gn)”)

n=1

(Po(Po — P)Py)" . (18)

Damit kann man die Eigenwertgleichung des gesamten Hamiltonians
(H-—FE)v=0 (19)
als
(TTHT — E)yyg =0 (20)

schreiben. Wenn man jetzt die Transformation I' in Abhéngigkeit von bekannten Py, Hy und
V schreibt, kann man die Eigenwerte bis zu einer bestimmten Ordnung in A ausdriicken. Dies
gelingt mit dem Ausdruck fir P:

o0
-R k=0
_ k k En k _
P=P—> \" > Skysky | vs S {( i Y
n=1 k1+.,.+kn+1:n; k>0 Eg—Hy B
(21)

Setzt man diesen Ausdruck in T' und ordnet die Summen nach der Ordnung in A, ergibt sich:

T(\) = Py + ASV Py + \(=SSVP)WV Py + SVSVPy — $PVSSVPy) + O(\3)  (22)
Daraus kénnen, mit dem transformierten Eigenwertproblem

T HT + ATTVT — E)og =0, (23)
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die Potenzreihenentwicklung fiir die Eigenenergien berechnet werden. Fiir eine Matrix der
Beitrige zu den Eigenenergien bis zur zweiten Ordnung ergibt sich:

Eij()\) = Eo(sl'j + A <Z| POVPO |]> + )\2 <Z| PQVSVPO |]> + O(>\3) (24)

mit den Eigenzusténden [i),|j) € Up. Wird die Matrix diagonalisiert, ergeben sich die Eigen-
energien in der Form:

N . .
~ Y eDN (25)
=0

In dieser Arbeit werden die Grundzustandsenergie und die 1-Triplett-Energie bis zur zweiten
Ordnung berechnet.

3.2. Fourier-Transformation

Mit Hilfe der Storungsrechnung erhalten wir einen effektiven 1-Triplett-Hamiltonian der Form:

7 Nﬁz Y s s tg ) g (26)

a (U,s;p0,s")

Da die Heisenberg-Wechselwirkung SU(2) invariant ist, sind die Teilchensorten der Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren immer die gleichen. Wenn man aus dem Ausdruck auf die Energien
des Systems schliefen mochte, ergibt sich das Problem, dass a6 (i7,s) von den Sites (¥, s)
und (7, s") abhéingt. Um diese Abhiingigkeit aufzuheben, wechseln wir vom Ortsraum in den
Impulsraum des Quasiteilchenmodells. Diese Transformation ermdglicht es, die Translations-
symmetrie des Systems auszunutzen und den Hamiltonian unabhéngig von den Gitterplatzen
auszudriicken. Dafiir fithren wir die fouriertransformierten Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren (tg’s)T,t%S ein:

( E7S \/7 Z ikit ta E7S \/7 Z —zkutoe (27)

mit 7 definiert wie in Gleichung 13 und die Summe ) iiber alle Einheitszellen.
Mit Hilfe der Fourier-Transformation konnen wir den Hamiltonian in die Form

eff - 4J Nd+ZZZst E Tta s (28)

o k:,s k:’, /

bringen und durch das Diagonalisieren von Q(E) s,s die Energien des Systems bekommen.
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4. Resultate

Um zuerst die Dispersion eines einzelnen angeregten Zustandes zu berechnen, bestimmen wir
zuerst die Grundzustandsenergie bis zur zweiten Ordnung und die Energie mit einem Teil-
chen im System bis zur zweiten Ordnung. Aus der Differenz der beiden fouriertransformierten
Energien erhalten wir dann die Dispersionsrelation fiir ein Quasiteilchen.

4.1. Grundzustandsenergie

Als Erstes wollen wir den Effekt der Stérung auf die Grundzustandsenergie FEqy bestimmen.
Dies ist unter anderem wichtig fiir die spéteren Berechnungen mit einer Anregung im System.
Die Grundzustandsenergie ohne Stérung ist:

Eo = (0| Ho|0) = = (0] J(INg = D> > " a% )]0) = =47 - Ny
v,s (6%

mit ), >, 7% dem Zéhloperator auf allen Sites angewendet und Ny der Anzahl an Dimeren.
Die Terme der Storung aus Gleichung 24 der ersten beiden Ordnungen haben jeweils den Term
V Py |0), den wir mit der Gleichung 14 berechnen konnen als:

VR 10) = 2 (S (109 (7)) — 19)°, (7)) + |75) 7, (7))
(17,3;17’,8’>y
=Y (1E9)*, (7)) = 179 (7)) + (7). (7)) ) -

(Us;'s”),

(29)

Die Summen sind wie fiir Gleichung 14 definiert und |(7s)®, (7's')?) ist der Zustand, bei dem
ein [t*)-Triplett auf Site (7s) sitzt und ein [t5)-Triplett auf Site (7's’).

Die Storung erzeugt also im Grundzustand auf allen benachbarten Sites eine Superposition
aus drei moglichen Konfigurationen von Tripletts. Diese drei entstandenen Konfigurationen
besitzen alle den Gesamtspin Null, wie es bei Heisenberg-Wechselwirkungen zu erwarten ist.
In erster Ordnung wird der Zustand |v) = V Py |0) wieder auf den Grundzustand projiziert
Py |v), was Null ergibt, da |v) orthogonal zum Grundzustand steht. Die erste Ordnung e(()l) =0
hat also keinen Beitrag.

In zweiter Ordnung wird |v) auf S angewendet:

1- R 1 1

S |v) = — |v) = ~ V) =

|v) (30)

S projiziert dabei senkrecht zum Grundzustand, was alle drei Teile des Zustandes |v) sind
und fithrt das Inverse der Energiedifferenz von der Grundzustandsenergie zur Energie von
|v) als Faktor ein. Fiir die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und |v) erhélt man —2.J.
Insgesamt ergibt sich fiir den Stérungsterm in zweiter Ordnung

o 1
i) = (0 VST R [0) = (v] S o) = (v] = [o)
1 =iy (= J)? (31)
A )(AZ 3+4Z 3>_3 67
(u,s;y’,s’)y (U,s;0",8")

13



Im thermodynamischen Limes sind die Summen Z<17»8§17’78’>m = Ng und Z(ﬁ,s;ﬁ',s’)y = Ny,
da jedes Dimer vier Verbindungen zu benachbarten hat, die es aber zur Halfte mit anderen
teilt, wodurch es zwei Verbindungen pro Dimer gibt, die dann wiederum zur Hélfte in é- und
éy-Richtung aufgeteilt sind.

Die zweite Ordnung in der Grundzustandsenergie beschreibt den Prozess, bei dem dreimal
zwei Teilchen auf benachbarten Plédtzen erzeugt werden und direkt wieder vernichtet werden

(J2 Jl)

mit dem Energiebeitrag = 6(()2). Die gesamte Grundzustandsenergie bis zur zweiten

Ordnung ist dann gegeben durch

(Jo — J1)?

E(g2) = e(()o) + e(()l) + 6(()2) =-—Nyg-(3J+3 67

) - (32)

4.2. Dispersion
4.2.1. 1. Ordnung

Von hier gehen wir in das System mit einem angeregten Zustand iiber. In erster Ordnung
werden wir nur das Springen von den Tripletts von einem Platz zum néchsten beobachten, da
die restlichen Teile durch die Projektoren P; auf den Ein-Quasiteilchenraum wegfallen:

J2 Jl « « « fo! fo!
PlVPl Z Z 1/+ul b Ifﬁ.u + (tﬁ+ﬁ2,b)Ttl7,a <7L7/ b) f fﬁ.(z, - (fﬁ+’171 +172,b)1— v, (:) +h.c.

(33)

Die angeschriebenen Terme beschreiben die Moglichkeiten der Triplett-Anregungen von Site
a in einer Einheitszelle 7 auf eines der vier benachbarten Dimere zu hiipfen (farblich gezeigt
in Abbildung 10). In den ersten beiden Termen wechselt die Anregung die Einheitszelle zu
der linken (@) und rechten (). Der dritte Term beschreibt die Richtung nach unten, wobei
das Quasiteilchen innerhalb der Einheitszelle bleibt, und im letzten Term hiipft es zu der
oberen (@ + u2) Einheitszelle. Das Vorzeichen des Sprungterms héngt von der Richtung ab
und dndert sich zwischen der +€,- und der £é)-Richtung. Die angeschriebenen Terme mit dem
hermitisch konjugierten Teil, der effektiv einer Umkehr der Bewegungsrichtung in Abbildung 10
beschreibt, bilden alle Moglichen ab, fiir eine Triplett-Anregung auf eines der vier benachbarten
Dimere zu springen.

A-DEHA-PEA
BeA- BB
AT A A
B DRAA B4

Abbildung 10: Einheitszellen mit Sites a und b des anisotropischen Shastry-Sutherland Mo-
dells. Alle moglichen Bewegungen der Teilchen fiir den Term 1. Ordnung ohne
den hermitisch konjugierten Teil sind eingezeichnet. Die vier Farben referenzie-
ren die vier Terme in Gleichung 33. Die Sites a und b sind nur fiir eine bessere
Sichtbarkeit grofs geschrieben.
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Nach Anwendung der Fouriertransformation ergibt sich:

Jo—J1 1 ik iK' T R0 iRy ik ik (Ftda)y (g Nt (g
ZZ 1 EZZQ e (e —e —e +e )(tb,E> (ta,E’) + h.c.

tb*h ik ik | —iK (@4a
DD gl I em W g SR ()T ) e
a goE

—=- Jl Z Z TR T _ ik + e~k (“1+u2))(tb E)T(tg E) the.

(34)

Die fouriertransformierten Ergebnisse werden im Folgenden als Matrix dargestellt. Diese Ma-
trix ist wegen der zwei Sites pro Einheitszelle zweidimensional. Fiir die erste Ordnung ist die
Matrix Q1) (k)

-

) N e
PlVP1=ZZ<(t3;)T> ) (;;;) (35)
k « b,k b,

Q(l) (E) = u . 9 . 1— eigﬁl — eiEﬁQ + eiE(ﬁ1+ﬁ2)
1—et kily y o,—ik(i1+i2) 0 )

4.2.2. 2. Ordnung
Fiir die zweite Ordnung betrachten wir den Term

AVJQELVH (36)
Ey — Hy

aus Gleichung 24. Der mittlere Term hat zwei Anteile. Zum einen projiziert er auf den Raum,
der orthogonal zu den Ein-Quasiteilchenzusténden ist. Zum anderen kommt durch ihn die in-
verse Energiedifferenz von darauf angewendeten Zusténden zum Ein-Quasiteilchenzustand als
Faktor hinzu. Da alle von V P; erzeugten Terme, die einen Ein-Quasiteilchenzustand beschrei-
ben, wegfallen, betrachten wir nur Terme, die Teilchen zusétzlich erzeugen. Davon gibt es zwei
Prozesse:

1. Als Erstes kann um das schon existierende Quasiteilchen ein Weiteres auf einem benach-
barten Dimer erzeugt werden. Dabei kann sich die Sorte des urspriinglichen Teilchens auch
andern.

2. Die andere Moglichkeit ist, dass auf zwei leeren, benachbarten Plédtzen zwei Teilchen er-
zeugt werden. Dies passiert {iberall im System, aufter bei den Sites, die benachbart mit dem
Quasiteilchen sind.

Die Zustinde mit zwei oder drei Quasiteilchen werden durch P}V wieder auf den Ein-Teilchen-

Zustand abgebildet. Bei der ersten Moglichkeit kann hier das zusétzliche Teilchen oder das
urspriingliche Teilchen vernichtet werden. Wodurch das Teilchen entweder da bleiben kann,
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wo es war, oder um einen Site weiter hiipfen kann, und es dafiir jeweils zwei Moglichkeiten
gibt. Die sich daraus ergebenden Terme in Fourier-transformierter Form mit Skizzen sind dann

{

i ! ,,
1 — n— 1 ;;;n — ;,u — ;,u

o ZZHWW 205 20y (1) + e

b ! d d b !

i i i i 0 i
(JZ*Jl ZZz A Ve (2T )

Die skizzierten Interaktionen sind jeweils nur fiir eine der beiden vertikalen oder horizontalen
Richtungen gezeichnet. Die rot markierten Dimere kénnen die drei Triplett-Anregungen sein.
Die orange markierten Dimere illustrieren, dass zwei Teilchen verschiedenen auf den Dimeren
sitzen konnen. Fiir |¢1), [t°) und [t7) als urspriingliches Triplett sind das jeweils [t0) [tT),
[t7)[t1) und [¢°) [t7). Somit kann jeder Prozess auf zwei verschiedene Arten mit dem gleichen
Energiebeitrag stattfinden, wodurch der Faktor zwei zustande kommt.

In der zweiten Moglichkeit kann das Teilchen springen, wenn zwei Teilchen neben dem ur-
spriinglichen Teilchen erzeugt werden. Dann kann aus der entstandenen Kette aus drei Teilchen
das urspriingliche und das mittlere vernichtet werden, wodurch das Teilchen effektiv zwei Sites
weiter springt. Die sich daraus ergebenden Terme in fouriertransformierter Form mit Skizzen,
die jeweils nur eine der vier moglichen Richtungen zeigen, sind dann

(JQ - Jl ZZ( zk(u1+u2) +e zk:(ul u2) + e—zk(ul—i—'ug) +e—zk(u1+UQ ) t (t )
3 b
a i
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Dabei entspricht ein rotes Dimer immer der urspriinglichen Teilchensorte und ein orangenes
einer anderen. Diese ist abhingig von der urspriinglichen Sorte, fiir [t7), |t0) und [¢t7) sind es
jeweils [t7), [t°) und |tT).

FEin letzter moglicher Prozess ist, dass die zwei Teilchen nebeneinander erzeugt und wieder
vernichtet werden, analog zum Prozess im gestorten Grundzustand. Um aber die Dispersion des
einen Teilchens zu erhalten, interessiert uns noch die Energiedifferenz zu der Grundzustands-
energie bis zur zweiten Ordnung. Zieht man den Beitrag des Grundzustands ab, verbleibt nur
von dem zusétzlichen Triplett im ein-Quasiteilchenzustand ein Energiebeitrag J und viermal
der negative Energiebeitrag ¢y — von den vier Dimer-Paaren um das urspriingliche Quasiteil-
chen, bei denen dieser Prozess nicht stattfinden konnte.

Damit folgt also fiir den gesamten Anteil der Grundzustandsdifferenz:

ZZ@ 4.3 jl) ) e+ 2t

Die gesamten Matrixelemente von Q(k) sehen dann wie folgt aus:

. 1 T T
aa(k) =J + == (16(J2 — )2 = 1202 — 1)+ (Jg — Jp)? (eR(THE2) ik —iE2)

32J . = - - - . (37)
+ eik(ﬁQ—ﬁl) + e—ik(ﬂl—l—ﬁg) _ 2eikﬂ1 _ 2€ikﬁ2 _ 2€—ikﬂ1 _ 26—’”61_1:2))
- 1 o o s
ab(F) = 755 (W2 = 1) 4+ 2(J3 = J)(1 = R — 2 (HEOER))  (38)
Da Q(E) hermitsch ist, gilt
Qua(k) = Qp(k) und  Q (k) = QF, (k) . (39)

Die Komponenten des Impulsvektors werden durch k1 = k-iip und kg = k - iio ausgedriickt.
Durch Anwendung der Eulergleichung in Kombination mit trigonometrischen Umformungen
konnen die Eintrage wie folgt formuliert werden:

Qaa(k’) J+ g(JQ — Jl) (1 — cos kl)(l — cos kg) (40)
(k) = (210 = 1) + (3= D) — )1 — ) ()

Nach dem Diagonalisieren erhélt man zwei Energieeigenwerte

wi(ky, ko) =J+ %(Jg - J1)2(1 —cosky)(1 — cos ko)
+13(J2 = 1) + 4J(J22—J12)|\/1—cosk:1\/1—cosk2

wo(ky, ko) = J + %(Jg — J1)?(1 = cos k1)(1 — cos ko)
- |%(J2 —J1) + ﬁ(JQQ — J2) /1 = cosk1/1 — cos ko
Um einen ungefihren Uberblick iiber die Charakteristik der Energien zu bekommen, schauen

wir uns eine Heatmap von den w; und wy Eigenwerten in Abbildung 11 an fiir die Beispielwerte
J1=0.1; Jo=02und J =1.

(43)
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wi(k1, k2) wa(k1, k2)
2 T T T 2 T T T 1

151

0.5

ko/m
fe=l
T

-2 —-15 -1 —-05 0 0.5 1 1.5 2 -2 =15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2
ki /7 ky/m

Abbildung 11: Heatmap der Dispersion eines Quasiteilchen bis zur 2. Ordnung im anisotropen
Shastry-Sutherland Modell geplottet {iber k1 und k9 mit eingezeichneten Ein-
heitszellen und Wechselwirkungen J; = 0.1; Jo = 0.2 und J = 1.

Die Dispersion ist symmetrisch in alle vier Impulsrichtungen (+k1, +k2). Dies macht Sinn, da
im thermodynamischen Limes die Bewegungsrichtungen &quivalent sein sollten. Die Brillouin-
zone in den Plots zeigt die Groke der Periodizitit der Dispersion. Dabei gilt 72 = A A, mit
Ap, der Flache der Einheitszelle im Impulsraum und A, der Einheitszelle im Ortsraum. Man
sieht auch, dass es zum Untersuchen der Extremwerte der Dispersion geniigt, die Diagonale
k1 = ko zu untersuchen. Diese Diagonale schauen wir uns mit den zwei Beispielwerten J = 1;
J1=0.2; Jo =0.1und J=1; J; =0.5; Jo =0 in Abbildung 12 an.

1.8 1
1.4

1.6 1
1.2 1.4 1

1.2 ]
1
1 4
0.8 0.8 |
0.6 | /

w(k, k)
w(k, k)

06 — w1 =01, =02 — w1 =05,J;=0
—wp, J1 =0.2,/3=0.1 041 — w2, J1 = 0.5,J3=0
0.4 0.2
—-1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5 ~15 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5
k/m k/m

Abbildung 12: Plot der beiden Eigenenergien des ein-Quasiteilchen in 2. Ordnung mit dem
selben Impus in 4 und u#s-Richtung und den Werten J =1; J; =0,2; Jo =0, 1
flir den ersten Plot und J =1; J; = 0,5; Jo = 0 fiir den zweiten.

Von besonderem Interesse ist der Punkt, an dem die Liicke zwischen dem Minimum der Band-
struktur (minw(ky, ko)) und dem Nullpunkt schliefst. Dieser Punkt beschreibt einen potenti-
ellen Quantenphaseniibergang 2. Ordnung.
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Um diesen zu ermitteln, untersuchen wir von wy fiir verschiedene .J; o das Minimum, welches
fiir alle Jy o bei ke = (m,7) liegt.

wa(m, )

Abbildung 13: Zweidimensionaler Plot von wa (7, 7) tiber J; und Jo. Bei der griinen Flache ist
wy grofer als Null und bei den blauen Teilen, die je nach betrachteter Ordnung
verschieden groft sind, kleiner Null und in der Antiferromagnetischen-Phase.
Die Nullstelle der Erster und Zweiter Ordnung wurde in blau und in rot einge-
zeichnet um eine Tendenz sichtbar zu illustrieren.

Man sieht in Abbildung 13, dass es bei J; = 1, Jo = 0 oder J; = 0, Jo = 1 zum ersten Mal
zu einem Phaseniibergang kommt und der Phaseniibergang spéter eintritt, wenn Jy 2 # 0.
Dabei ist zu beriicksichtigen, dass das Phasendiagramm nur ein sehr approximatives Ergebnis
ist, da man sehr grofe Storungen nur in zweiter Ordnung betrachtet und man somit den
Phaseniibergang nicht sehr genau beschreiben kann.

Eine Moglichkeit, diesen Phaseniibergang in der Realitit vorzufinden, fiir den sich die Stéarke
der Wechselwirkungen in einem Material verindern, wire beispielsweise eine Anderung des auf
das Material ausgeiibten Drucks [10].

Um sich ein Bild dariiber machen zu koénnen, was nach dem Quantenphaseniibergang pas-
siert, kann man sich eine Néel Ordnung des anisotropen Shastry-Sutherland Modells anschau-
en. Dieser tritt genau fiir den Fall, dass J =1 und J; =1, Jo = 0 oder J; = 0, Jo = 1 ist,
ein. In diesen Féllen ergibt sich ein bipartites Gitter ohne Frustration, wie in Abbildung 14
gezeigt.
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Abbildung 14: Darstellung der Néele Phase des anisotropen Shastry-Sutherland Modell mit
J=1,J1=1und Jy =0.

In dieser Phase kann man sehen, dass jedes Dimer, welches um einen i oder iy verschoben ist,
um 180° bzw. um 7 phasenverschobene Spins hat. Diese Verschiebung kann man auch in den
Dispersionsrelationen von Abbildung 11 finden. Bei diesen liegt das Minimum sowohl in der u1-
als auch in der uo-Richtung genau bei 7, was in der Néel Phase genau der Phasenverschiebung
der Spins in ui- und ug-Richtung entspricht.
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4.3. Externes Magnetfeld

Zuletzt wollen wir noch den Effekt eines dufleren Magnetfeldes auf das anisotrope Shastry-
Sutherland Modell betrachten. Dafiir fliigen wir dem Hamiltonian aus Gleichung 2 noch einen
zusétzlichen Term fiir das Magnetfeld hinzu. Dieses Magnetfeld soll in die positive z-Richtung
ausgerichtet sein.

H=1J7) 858 -B> S+V (44)
(i) g
V ist die urspriingliche Stérung zwischen benachbarten Dimeren.
Der energetisch begiinstigte Triplett-Zustand mit der Definition des Magnetfeldes ist |tT),

da die Spins parallel in Richtung des Magnetfeldes ausgerichtet sind. Die Eigenenergien der
Dimere in Abhéngigkeit von der Stirke des Magnetfeldes sind in Abbildung 15 zu sehen.

E

W

W)
y 1£0) = L5114 + [41)
4
0 B
/l%
) NS
\/7\7\)
» ls) = L5114 — 114)

4

Abbildung 15: Eigenenergien eines antiferromagnetischen Heisenberg Dimers mit einem zu-
nehmenden externen Magnetfeld B.

Um das System mit dem Magnetfeld beschreiben zu kénnen, werden wir den Fall betrachten,
in dem die Eigenenergien des Singulett-Zustands und des [tT) Triplett-Zustands gleich sind
und der Grundzustand eines ungekoppelten Dimers somit entartet ist. Die Rechnung &ndert
sich dadurch zu einer entarteten Stérungstheorie und wir schreiben dafiir den ungestorten
Hamiltonian Hp und die Stérung Vg Term explizit um:

Hp=J0> S8 ->_ 57
(i) i

V=V - (B-J)) 5.

Hp beschreibt dabei wieder ein System aus Dimeren und wird nur einen konstanten Energie-
beitrag Fy liefern. Um einen effektiven Hamiltonian erster Ordnung im Grundzustandsraum
fiir diesen Fall zu berechnen, betrachten wir den Term

(i| PpVE PR |3) (45)
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an, mit Pg den Projektor auf den entarteten Grundzustand. Zum Beschreiben der Wirkung
gehen wir wieder in ein System aus zwei Dimeren iiber, die sich in den beiden entarteten
Zusténden [tT) | |s) befinden konnen.

Die Matrix, die daraus folgt, ist

(ss| \ " /0 0 0 0 |s5)
(st 0 (J-B) =4 0 |stt)
(tts| 0o LFh (J- B) 0 ltts)
anay 0 0 0 2(J—B)+L£th) \|thth)

Wir beziehen uns nun auf die Dimere mit ¢ und j, ohne in die Einheitszellenbeschreibung zu
gehen, da wir diese hier nicht beriicksichtigen miissen. Zusétzlich schreiben wir die Variablen
um in ¢t = 925 Jl =(B—-J),V = J2ZJ1’ n; = (t;L)th. Damit kann man dann den effektiven
Hamiltonian ausdrﬁcken als

Hpeg=—J(3Ng—> fi+ > ) (46)

VBeff—_Man+t(Z Z tTt + h.c.) +VZnZnJ (47)

(i), (id)s (17)

Dabei ist ) _; die Summe iiber alle Dimere, Z@- o die Summe iiber alle horizontal benachbarten
Dimere und (ij), die Summe tiber alle vertikal benachbarten Dimere, wobei sich das Vorzeichen
wieder fiir die verschiedenen Richtungen beim Springen des Tripletts &ndert. Der gesamte
effektive Hamiltonian fiir die erste Ordnung ist dann gegeben als

Héflf)—Eo—,uan—l-t Z Z (tTt + h.c.) —l—VZTLZTL] (48)
(ig)y  (id)y
mit By = —3.J - Ny.

Wir fithren nun die Matsubara-Matsuda-Transformation [14] ein. Mit dieser kénnen Hardcore-
Bosonen bijektiv auf Spin-1/2-Operatoren abgebildet werden.

ol a4 A
ni =5 =5, =35,

_ &t
=5 (49)
Angewandt auf den effektiven Hamiltonian ergibt sich

eﬂ—Eo—qu—SZ 1Y = D ST Hhe) +V Y (3-8 - 55)

(i7),  (id), (i5)

*EQ—Z2+/LZSZ+%Z Z —l—SySy) ZZI (50)

(i5)y <ZJ> (g}
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Dabei sind die Summen }; = Ng und >, = 2Ng.
N A PN A A
Hog = Eo— (n= V)5t + (n—=2V) Y S7 +26() = D )(SFS]+5¢8)) + V) 5787 (51)
i (i)y (), (i5)

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit untersuchen wir diesen Hamiltonian mit der sogenannten
klassischen Spin-Approximation. In dieser werden Spins als klassische Vektoren auf einer drei-
dimensionalen Sphére mit Radius 1/2 parametrisiert:

gf sin 6; cos ¢;
S; = gzy =3 sinf;sing; | . (52)
S# cos 0;

Mit ¢ € [0.27) und 6 € [0, 7.
Angewendet auf den effektiven Hamiltonian ergibt sich

N, 1 %
Ee(01, 61, .., 6n,) =FEo — (1 — V)Td +(p— 2V)§ Zcos@i + i Z cos 0; cos 0
i <13>

t
+ §(Z - Z ) sin 6; sin 05 (cos ¢; cos ¢ + sin ¢; sin ¢;)

(i), (id)y

(53)

mit  cos ¢; cos ¢; + sin ¢; sin ¢; = cos (¢; — @) (54)

Von der klassischen Energiefunktion Feg(61,1,...,0n,, #n,) wollen wir den Grundzustand
finden. In diesem werden sich die klassischen Spin-Vektoren bzw. deren Winkel so ausrichten,
dass sie die geringstmogliche Energie haben. Um die Energie zu minimieren, miissen die in éy-
Richtung benachbarten ¢-Winkel fiir ¢ < 0 immer gleich ausgerichtet sein und fiir £ > 0 immer
entgegengesetzt ausgerichtet sein. Fiir in €,-Richtung benachbarte gilt das genau Umgekehrte.

Wir kénnen fiir den Fall, in dem ¢ nur bei jedem horizontal benachbarten Dimer um =«
phasenverschoben ist, schreiben

N, t v
Hyg=FEo— (n— V)Td + (% — V)Zcos@i + §Zsin0isin9j + ZZCOS@'COSQJ' (55)

¢ (ig) (i7)
oder fiir den Fall, in dem ¢ nur bei jedem vertikal benachbarten Dimer um 7 phasenverschoben
ist, mit einem negativen Vorzeichen vor dem t-Term. Andere Moglichkeiten fiir ¢ kann es
natiirlich auch geben, diese werden aber nie energetisch sinnvoller sein.

Um die Konfigurationen der Spins mit der minimalisierten Energie abhéngig von ¢, V' und
i zu bestimmen, kiirzen wir die Konstanten und teilen durch V. Zusétzlich kénnen wir im
thermodynamischen Limes effektiv einen Ausschnitt aus nur zwei Dimeren betrachten mit
Energie €, da sich im Grundzustand alle benachbarten Winkel wiederholen werden, um die
Energie zu minimieren.

1
e=(=-1)+ 5(% — 2)(cos b1 + cosba) + 2% sin 01 sin 6o + cos 01 cos 6 (56)
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Zuerst betrachten wir den Fall ¢ = 0. Fiir diesen gibt es drei giinstige Konfigurationen:

7 I

1. 6,=0,0,=0: P+ 941
7 7
3.0,=0, 0 =7: (%4)4

In Abbildung 16 sind die Energien der Konfigurationen eingezeichnet.

!
41 -

2 l
e o | |
9l 3 2. |
4l 3 |

L ; L

-2 3 4 5 6

Abbildung 16: Skizze der Energie von zwei Dimeren fiir unterschiedliche Winkel 67 o und fiir
verschiedene % Die rote Linie steht fiir die 1. Konfiguration #; = 0, 65 = 0. Die
blaue fiir die 2. Konfiguration 1 = 7, 65 = 7. Die griine fiir die 3. Konfiguration
01 =0, 0 = w. Die Zahlen zeigen welche Konfiguration in den drei Bereichen
am energetisch giinstigsten ist.

Jetzt muss nur noch untersucht werden, wann fiir ¢ # 0 andere Konfigurationen der Winkel eine
geringere Energie ergeben. Fiir die Bereiche der 1. und 2. Konfiguration in Abbildung 16 muss
es energetisch giinstiger sein, von den 0° oder 180° Ausrichtungen fiir alle Dimere abzuweichen.
Man kann in diesen Bereichen immer von gleich ausgerichteten 61 2 ausgehen, da es sowohl im
vollstédndig ausgerichteten Zustand am gilinstigsten ist, als auch in dem % Term. Wenn man
zusétzlich zu dieser Bedingung nur die Terme von e betrachtet, die von Winkel abhéngen,
erhélt man

t
(% —2)cosf + 2V sin§ 4 cos? . (58)
Damit ergibt sich, dass fiir
H t M M t M
= <4=<-—-= od ——4)>4—>—(= -4 59
V<V<Voer(v )>V>(V ) (59)

das Minimum nicht bei § = 0 oder 8 = 7 liegt, sondern bei der ersten Konfiguration zwischen
[0; 5[ und bei der zweiten Konfiguration zwischen [r; 5[ und fiir den Fall {; = 2 genau bei
0=73.
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Im Bereich der 3. Konfiguration in Abbildung 16 muss, damit weiterhin diese Konfiguration
am energetisch giinstigsten ist,

Byt L L g 2
(V 1) 2V 1<(V 1)+(V 2)COS(9+2V51n9+cos 0 (60)
gelten. Dies ist erfiillt fiir
—(16(L)2+4) -2 < % < \J—(16(L)2 +4) + 2. (61)

Aus diesen Bedingungen folgt das effektive Quanten-Phasen-Diagramm Abbildung 17.

6 Ll

4
N — — — —
~ 2
SN — — = &=
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Abbildung 17: Effektives Quanten-Phasen-Diagramm des anisotropen Shastry-Sutherland Mo-
dells in erster Ordnung der Stérungsrechnung. Die Pfeile zeigen die jeweilige
Orientierung der klassischen Spins. Der Farbverlauf in der griinen Phase soll
einen langsamen Ubergang von der blauen Phase bis zur bei % eingezeichneten
Orientierung zeigen.

Die drei Konfigurationen aus Abbildung 16 kann man bei ¢ = 0 gut erkennen. Im Quasiteil-
chenbild entspricht die erste Konfiguration fiir % <0 (bzw. B—J < 0, da V > 0) einem
vollstandig leeren Zustand, bei dem sich alle Dimere im |s)-Zustand befinden. Die dritte Kon-

figuration fiir 0 < f ;i < 1 bildet ein Schachbrettmuster aus besetzten und leeren Dimeren

und fiir % > 1 wiirde man in der zweiten Konfiguration zu einem vollstindig mit |¢T)
Tripletts gefiillten Zustand iibergehen.
Auferhalb dieser drei Zusténde gibt es noch fiir % = 2 und % > 0,5 oder % < —0,5 die
Zustinde, dass fiir alle Dimeren § = & gilt und ¢ je nach Vorzeichen von % fiir jede Spalte
oder Zeile um 7 phasenverschoben ist. Fiir % # 2 richten sich die Spins immer weiter in die
z-Richtung aus, bis sie in die vollstandig gefiillte oder leere Phase iibergehen und beschreiben
dabei eine suprafliissige Phase mit kontinuierlicher Magnetisierung.

Bei diesen Ergebnissen ist hervorzuheben, dass sich durch die Anisotropie eine neue su-
prafliissige Phase (griin in Abbildung 17) fiir ¢ # 0 ergibt, die nicht in einem reguldren Shastry-
Sutherland Modell vorkommt.
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5. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein rdumlich anisotropes Shastry-Sutherland Modell untersucht, eine
Erweiterung des bekannten zweidimensionalen Shastry-Sutherland Modells, bei dem die Kopp-
lungen zwischen den Dimeren unterschiedlich stark gewéhlt werden. Ziel war es, die Auswir-
kungen dieser Anisotropie auf die Anregungen eines Teilchens und Quantenphaseniiberginge
bei einem homogenen externen Magnetfeld zu analysieren.

Zuerst wurde dafiir der Hamiltonian des Systems im Limes starker Intradimerkopplung for-
muliert und in einen ungestorten und einen gestorten Anteil unterteilt. Auf Basis der ungestor-
ten Singulett-Triplett-Struktur wurde ein Quasiteilchenmodell definiert, in dem die angeregten
Triplett-Zusténde als Hardcore-Bosonen beschrieben werden. Der Hamiltonian fiir das gesamte
System lasst sich nicht ohne Weiteres diagonalisieren. Zur Ndherung der Energiewerte wurde
die Takahashi-Storungstheorie bis zur zweiten Ordnung angewendet. Mit der Fouriertransfor-
mation wurde der effektive Hamiltonian fiir ein angeregtes Teilchen in eine Dispersionsrelati-
on fiir das angeregte Teilchen im Impulsraum umgeformt. Wobei auch untersucht wurde, fiir
welche Werte von J; und Jo die Bandliicke schlieft und dadurch ein méglicher Quantenpha-
seniibergang zweiter Ordnung von einer Dimer-Phase zu einer antiferromagnetischen Phase
stattfindet. Besonders interessant dabei war, dass der geringste Punkt zum Phaseniibergang
genau eine Néel Phase des anisotropen Shastry-Sutherland Modells beschreibt.

Des Weiteren wurde der Einfluss eines externen Magnetfeldes untersucht. Fiir den Fall einer
Entartung zwischen dem Singulett-Zustand und dem |¢T)-Triplett wurde ein effektiver Ha-
miltonian in erster Ordnung mit der Stérungstheorie hergeleitet und mithilfe der Matsubara-
Matsuda-Transformation in ein klassisches Spinmodell tiberfiihrt. Es wurden mehrere ver-
schiedene magnetische Phasen gefunden und die Phaseniibergidnge in Abhéangigkeit von der
Magnetfeldstirke und den Kopplungsstirken dargestellt. In der ersten Ordnung wurden schon
Unterschiede zum isotropen Fall gefunden.

Im Vergleich zum reguléren Modell konnte gezeigt werden, dass die Einfithrung von Aniso-
tropie im Shastry-Sutherland Modell zu neuen physikalischen Effekten fiihrt. Fiir eine genauere
Beschreibung der Phaseniibergénge waren weiterfiihrende Rechnungen héherer Ordnung inter-
essant und ein potenzieller Ausgangspunkt fiir zukiinftige Arbeiten. Auch wére es spannend,
eine hohere Anzahl von Anregungen auf dem Gitter zu analysieren. Fiir das Magnetfeld sind
vor allem hohere Ordnungen sehr interessant, um genauer die Einfliisse der Anisotropie auf
die Magnetisierungsplateaus zu untersuchen.
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Anhang

A. Storung

Der Vs Term als Matrix in der Singulett-Triplett-Basis aus Gleichung 8.

¥ 1
VQZZ'

0 0 0 0 0 0 0 0 J1—Jy 0 —JidJdy 0 Jy—Js 0 0
0 0 0 0 —Ji4+Jy O 0 Ji+Jy 0 —Ji—Jy O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —Ji4Jy O 0 0 Ji4Js 0 0 0 —Ji—Jy O 0
0 0 0 0 0 0 —Ji+Js O 0 0 0 0 Ji4+Js 0 —Ji—Jy O
0 —Ji4+Jy O 0 0 0 0 0 Jy—Jg 0 —Ji+Jg O 0 0 0
0 0  —Ji4+Jy O 0 0 0 0 0 J1—Jg 0 0 0 —Ji+Jy O 0
0 0 0  —Ji+Jy O 0 0 0 0 0 0 0 Ji—=Jy 0 —Ji+Jg O
0 0 0 0] 0 0 0 J1+J2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 J1+Jo 0 0 J1—Jog 0 0 0 0 0 J1+Jo 0 0 0 0 0
J1—Jo 0 J1+Jo 0 0 J1—Jo 0 0 0 —Jij—Jy O Ji+Jy 0 0 0 0
0 —Ji—Jy O 0 —Ji4Jy O 0 0 Ji+Jy O 0 0 0 0 0 0
—Ji4Jdy 0 0 0 0 0 0 0 Ji4Js 0 0 0 Ji+Jo 0 0
0 0 0 J1+Jo 0 0 Ji—Jg O 0 0 0 0 0 0 Ji+Jy 0
J1—Jg 0 —Ji—Jy O 0 —Ji4Jdg O 0 0 0 0 Ji4Jg 0 —Ji—Jy O 0
0 0 0 —Ji—Jy O 0 —Ji+Jy O 0 0 0 0 Ji+Jdy O 0 0
0 0 0 0] 0 0 (0] 0 0 0 0 0 0 0 0 .71+.]2
B. Hamiltonian Tensoren
a,f=41,0,—1
0 1 0 0
J1—J2 Jo— 1
Aaﬁ = —1 Bag = 0 1 0
4 4
0 0 0 0 1
Fiir die Tensoren C, D, E schreiben wir nur die Werte auf die ungleich Null sind auf.
J1+Jo J1+Js J1+J2 J1+J2
C+1+1+1+1:T C+100+1:T CO+1+10:T C—l—l+1+1:77
J1+Js J1+Jo J1+J2 J1+J2
Cyivi-icaa=——— Coai1aa=—— Coyi0-1=—— Co-10+1=——
4 4 4 4
J1+J2 J1+J2 J1+J2 J1+J2
Ciio-10=—— Co10410=—— Cy00-1=—— Co-1-10=——
4 4 4 4
Ji— o Jo— Ty Ji— o Jo— Ty
D+1+102T D0+1+1=T D—10+1=T D+10—1=T
Jo—J1 J1—J2
Dy 10=—— Dy-1-1=——
0 4 0 4
J1+J2 J1+J2 J1+J2 J1+Jo
Eiiprio=——— Eot141=—— FEy041=—— FEpio-1=—"7F1—
4 4 4 4
Ji1+J2 J1+J2
E71710=T E07171=—T
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