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Zusammenfassung

Quasikristalle verfügen im Gegensatz zu periodischen Kristallen über keine Einheitszelle,

dennoch weisen sie langreichweitig eine geordnete Struktur auf. Diese Ordnungsstruktur kann

in Quasikristallen jede diskrete Rotationssymmetrie annehmen. Während Defekte in periodi-

schen Kristallen für gewöhnlich mit dem bloßen Auge zu identifizieren sind, ist die visuelle

Sinneswahrnehmung bei der Lokalisierung von Defekten in quasikristallinen Strukturen oft

überfordert.

Ziel dieser Arbeit ist es, mit dem maschinellen Lernen einen Rahmen zur Untersuchung von

Störstellen in Quasikristallen zu schaffen. Dafür werden Dislokationen, welche einen Defekt

darstellen, in dodekagonalen Quasikristallen mit Hilfe von neuronalen Netzwerken analysiert,

um sie nach ihrer Art und ihrer Position zu klassifizieren. Im ersten Teil der Arbeit wird mit

der Einführung des theoretischen Hintergrunds darauf hingearbeitet, dodekagonale Quasikri-

stalle als Rohdaten für das neuronale Netzwerk zu erstellen und aufzubereiten. Im zweiten

Teil erfolgt eine Vorstellung des Aufbaus und des prinzipiellen Arbeitsablaufs von neuronalen

Netzen als Teilgebiet des Deep Learnings. Im Anschluss werden unter Zuhilfenahme geeigneter

Methoden neuronale Netze als Modelle instanziert, welche die Dislokationsrichtung und die

Position der Dislokation in Trainingsdaten erkennen, um aussagekräftige Vorhersagen für neue

Daten zu treffen. Die Klassifikation nach der Art der Dislokation erfolgt mit einer Erfolgsrate

von 100 % fehlerfrei. Um die Vorhersage der Position einer Dislokation weiterführend zu be-

werten, wird neben der Korrektklassifizierungsrate eine Metrik ausgegeben, die den mittleren

euklidischen Abstand zwischen tatsächlicher Position und der Ausgabe des Modells wieder-

gibt. Das trainierte neuronale Netz erfüllt mit einer Erfolgsrate von über 87 % und einem

mittleren euklidischen Abstand von 0.13 ± 0.11 Längeneinheiten zwischen Zielwert und Vor-

hersage auch diese Problemstellung sehr gut.
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1 Quasikristalle

Die Entdeckung von quasikristallinen Strukturen im Jahre 1982 stellt einen Wendepunkt in der

wissenschaftlichen Auseinandersetzung mit geordneten Strukturen dar [1][2]. Shechtmans Beobach-

tungen an einer Aluminiumlegierung bilden damit einen Meilenstein in der Kristallogra�e und wur-

den 2011 mit einem Nobelpreis honoriert. Dieser Meilenstein erweist sich heute als Ausgangspunkt

jahrzehntelanger intensiver experimenteller und theoretischer Grundlagenforschung [3]. Quasikri-

stalle �nden aufgrund ihrer Symmetrie-Eigenschaften in interdisziplin�arer Vielfalt Verwendung -

ob in der Festk�orperphysik, in der Materialforschung oder in der Mathematik. Um einen Einblick

in die Besonderheiten von Quasikristallen zu gewinnen, werden diese in diesem Abschnitt im Kon-

trast zu periodischen Kristallen eingef�uhrt.

Quasikristalle werden als solche bezeichnet, da sie zwar in �Ubereinstimmung mit periodischen

Kristallen �uber eine Fernordnung und eine Symmetrie verf�ugen, in Abgrenzung zu periodischen

Kristallen aber nicht aus sich wiederholenden Einheitszellen bestehen. Ein Quasikristall besitzt

also keine einfache Translationssymmetrie, birgt aber dennoch langreichweitige, geordnete Struk-

turen [4]. Tats�achlich ist die fehlende Existenz von Einheitszellen mit erstaunlichen Rotations-

symmetrien verbunden: Quasikristalle k�onnen jede diskrete Rotationssymmetrie annehmen und

sind nicht wie periodische Kristalle auf maximal sechsz�ahlige Drehachsen beschr�ankt [5]. In dieser

Arbeit steht allerdings nicht die Symmetrie der Kristalle im Vordergrund, sondern die Existenz

und Lokalisierung sogenannter St�orstellen, die die symmetrische Ordnung brechen k�onnen.
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2 St •orstellen und der Burgers-Vektor

In der Natur kommen St•orstellen in Kristallen sehr h•au�g vor und beein
ussen die Materialeigen-

schaften und die Stabilit•at des Festk•orpers weitgehend. Sie sind im Sprachgebrauch daher auch

als Unreinheiten etabliert. Einen mathematischen Ansatz zur Beschreibung von Art und Ausma�

einer Dislokation liefert die Einf •uhrung von zus•atzlichen Freiheitsgraden f•ur Quasikristalle [6]. Die-

ser Ansatz folgt aus der Einteilung von Quasikristallen in Kristallklassen (lokale Isomorphismen)

und beschreibt die Existenz von Anregungen phasonischer und phononischer Natur [4]. Phononen

lassen sich sehr gut als Anregungen des Systems in Form von Gitterschwingungen veranschauli-

chen. Sie nehmen Ein
uss auf die Elastizit•at des Quasikristalls und k•onnen beispielsweise in Folge

von thermischer Anregung entstehen. Phasonen hingegen lassen sich nur schwierig anschaulich

darstellen und werden durch Translationen in einem h•oherdimensionalen Hyperraum erkl•art [6].

Phasonische Anregungen•au�ern sich durch sogenannte phasonische Flips, in denen einzelne Git-

teratome einer Umordnung unterliegen und ihre Position•andern [7].

Beschrieben wird die Topologie einer Dislokation durch den Burgers-Vektor. Im Realraum erh•alt

man diesen Vektor, indem man zun•achst den Bereich um eine St•orstelle mit einer geschlossenen

Kurve umrundet (vgl. Abbildung 1 (a)). Im Anschluss werden die identischen Schritte an einem

Kristall ohne Dislokation durchgef•uhrt (vgl. Abbildung 1 (b)). Aus der Di�erenz von Startpunkt

und Endpunkt errechnet sich dann der Burgers-Vektor [4].

Abbildung 1: Geometrischer Ansatz zur Bestimmung des Burgers-Vektors, Bilder aus [4].

Mathematisch l•asst sich das Abtasten des Randbereichs einer St•orstelle durch ein geschlossenes

Integral beschreiben. Betrachtet man ein phononisches Verschiebungsfeld~u(~r), so ergibt sich die

resultierende totale Verschiebung zu

� ~u =
I

d~u(~r): (1)

Die Folgen dieser Verschiebung sind in Abbildung 2 stellvertretend an einem oktagonalen Quasi-

kristall veranschaulicht: Wird eine St•orstelle lediglich durch ein von Phononen erzeugtes Verschie-

bungsfeld beschrieben, so entsteht neben der eigentlichen, gelb markierten Fehlstelle, eine L•ucke

in der topologischen Komposition des Quasikristalls (gr•un). Diese L•ucke ist der fehlenden Trans-

lationssymmetrie des Quasikristalls geschuldet und es gibt in der Folge keine m•ogliche Parkettie-

rung, die die Symmetrie erh•alt und die L •ucke erschlie�t (d). Durch die zus•atzlichen phasonischen

Freiheitsgrade kann diese L•ucke jedoch trotzdem erschlossen werden. Ein zweites, phasonisches

Verschiebungsfeld~w(~r) kann also in Kombination mit dem phononischen Anteil ~u(~r) die Stetig-

keit des Dichtefeldes um die St•orstelle erhalten und so f•ur eine erschlossene Parkettierung sorgen

(e). Die totale Verschiebung � ~w erh•alt man analog zu Gleichung (1) durch ein geschlossenes In-
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tegral um die Dislokation. Phononische und phasonische Anteile an einer St•orstelle werden beide

im Burgers-Vektor repr•asentiert. Er ergibt sich folglich zu ~B = (� ~u; � ~w) [8][4][9].

Abbildung 2: Veranschaulichung des phononischen und phasonischen Anteils einer St•orstelle im
Quasikristall, Bilder aus [4].

Die Schwierigkeit in der Berechnung des Burgers-Vektors besteht vor allem darin, eine geeignete

Parametrisierung f•ur die m•oglichen Symmetrien der Quasikristalle zu �nden, welche eine kon-

tinuierliche Parkettierung des umliegenden Bereichs sicherstellt. Die Komponenten des Burgers-

Vektors variieren in Abh•angigkeit der vorliegenden Kristallsymmetrie.
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3 Erstellen von Quasikristallen mit wohlde�nierten St •orstellen

Zielsetzung dieser Arbeit ist es, Modelle zu entwickeln, welche in der Lage sind zu jeder Eingabe

eines Quasikristalls eine Ausgabe erzeugen, die die Position der Dislokation oder die Komponenten

des Burgers-Vektors angibt. In den nachfolgenden Abschnitten wird vor diesem Hintergrund das

Erstellen der Quasikristalle als Rohdaten f•ur das Modell aufgearbeitet.

3.1 Das Laserpotential zur Erzeugung von Quasikristallen

Zur gra�schen Darstellung einer quasikristallinen Struktur wird ein Potentialfeld in einer Ebene

verwendet. Bei dem Potential handelt es sich um ein Laserpotential, resultierend aus der Interferenz

von N gleich starken, symmetrisch positionierten Laserstrahlen [4][10]. Das Potential am Ort

~r = ( x; y) errechnet sich zu

V(~r) = �
V0

N 2

N � 1X

i =0

N � 1X

j =0

cos[(~Gi � ~Gj ) � ~r + ' i (~r) � ' j (~r)]: (2)

Die Komponenten von ' repr•asentieren dabei den Phasenanteil und bei~G handelt es sich um

die reziproken Gittervektoren. Die Parametrisierung der Gittervektoren erfolgt sternf•ormig und

symmetrisch, sodass~Gi = G(cos[2�i=N ]; sin[2�i=N ]).

Der Phasenanteil ' wird zun•achst vernachl•assigt und mit Null gleichgesetzt. Er ist ausschlagge-

bend f•ur das Platzieren von St•orstellen und wird daher im n•achsten Abschnitt genauer analysiert.

Die Symmetrie des Quasikristalls l•asst sich nach Gleichung (2) direkt•uber die Anzahl N an Laser-

strahlen festlegen. In Abbildung 3 sind verschiedene Realisierungen von Quasikritallen dargestellt.

Im weiteren Verlauf werden dodekagonale Quasikristalle mitN = 12 verwendet.
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Abbildung 3: Quasikristalle in Abh •angigkeit von der Anzahl N an Laserstrahlen aus dem Laser-
potential aus Gleichung (2).

3.2 Einbau von St •orstellen durch den Phasenanteil

In diesem Abschnitt wird auf die Platzierung einer St•orstelle in dem Symmetrie-Muster des Qua-

sikristalls eingegangen. Wie im vorherigen Abschnitt eingef•uhrt, ist hierf •ur der Phasenanteil '

ausschlaggebend. Dieser ergibt sich nach [9][4] zu

' j (~r) = ~Gj ~u + ~Gkj mod N ~w + C: (3)

Die Vektoren ~Gj beschreiben weiterhin die reziproken Gittervektoren. Die Vektoren~u = ( ux ; uy )

und ~w = ( wx ; wy ) bilden den phononischen und phasonischen Anteil der Verschiebung und beik

handelt es sich um eine Konstante. Im Allgemeinen ist die Berechnung der Verschiebungsfelder

~u(~r) und ~w(~r) nicht trivial. F •ur die explizite Darstellung und Herleitung der Komponenten von

~u(~r) und ~w(~r) wird daher auf die Arbeit von Piali De und Robert Pelcovits verwiesen [8]. Zur

Parametrisierung von ~u(~r) und ~w(~r) kann aber ausgenutzt werden, dass die Komponenten �~u

und � ~w des Burgers-Vektors wohlde�niert sind. Daf•ur wird an dieser Stelle ein Verschiebungsfeld
~D(~r) eingef•uhrt, welches aus den beiden Vektorfeldern~u(~r) und ~w(~r) zusammengesetzt ist, sodass
~D(~r) = ( ~u(~r); ~w(~r)). Zur Bestimmung der Komponenten von ~D(~r) wird noch eine geometrische

Korrelation zwischen dem Burgers-Vektor ~B und dem Verschiebungsfeld~D ben•otigt. Diese liefert

beispielsweise ein Arkustangens-Term, konkret arctan(yx ). Dieser ist f•ur (x; y) 6= (0 ; 0) zwar als
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Verkettung stetiger Funktionen stetig, allerdings existiert keine stetige Fortsetzung auf ganzR2.

Tats•achlich �ndet man f •ur jedesc 2 [� �
2 , �

2 ] eine Nullfolge (xn ; yn ) n !1����! (0; 0), sodass arctan(y0
x 0

)

f•ur n ! 1 gegenc konvergiert. In Abh •angigkeit des Vorzeichens vony0 •au�ert sich die Mehr-

deutigkeit des Arkustangens. Diese wird den Anforderungen an die topologische Struktur einer

Dislokation gerecht [8]. Es ergibt sich nach [4]:

2�D j (x; y) = B j arctan(
y
x

) + C: (4)

Ein Burgers-Vektor ~B = (~b(u )
j ;~b(w )

j ) ist f •ur N = 12 vierkomponentig und errechnet sich analog zu

den Gittervektoren sternf•ormig zu

~b(u )
j = ( ur cos[� (2j � 1)=N]; ur sin[� (2j � 1)=N]);

~b(w )
j = ( wr cos[k� (2j � 1)=N]; wr sin[k� (2j � 1)=N]);

(5)

wobei j = 1 ; :::; N , ur =
p

2=(3 �
p

3) und wr = � ur =(1 +
p

2) [4]. Um das Verschiebungszentrum

an einer bestimmten Position P(x; y) zu platzieren, werden die Komponenten des Arkustangens

jeweils um x beziehungsweise umy verschoben. Im Allgemeinen kommt es wegen der periodischen

Randbedingungen in Simulationen zu Problemen, da das aus der Dislokation resultierende Ver-

schiebungsfeld zum Rand der Box divergiert. Stellt man sich den Verschiebungskern in Anlehnung

an die elektrische Ladung von Teilchen als topologische Ladung vor, so kann diese durch einen

zweiten, antiparallelen Burgers-Vektor, welcher symmetrisch zum ersten platziert wird, auf einen

lokalen Bereich begrenzt werden (vgl. Abbildung 4 links).

Abbildung 4: Dodekagonaler Quasikristall mit zwei antiparallelen Burgers-Vektoren (links) und
einer einzelnen St•orstelle (rechts).

Zur sp•ateren Klassi�kation ist allerdings nicht von Relevanz, ob das Zentrum der St•orstelle ein

Verschiebungsfeld induziert, das sich auch zum Rand des Bildes fortsetzt. Exemplarisch zeigt

Abbildung 4 zus•atzlich die Auswirkungen einer einzelnen St•orstelle auf die Struktur des Kristalls.

8



3.3 Teilchenpositionen

Da die Quasikristalle durch das Laserpotential aus Gleichung (2) gegeben sind, bewegt sich der

Wertebereich des Potentialfeldes lediglich im Intervall [� 1; 0]. Das Potentialfeld kann auch als

Potential-Landschaft mit ausgepr•agten Minima und Maxima aufgefasst werden. Die Positionen der

lokalen Extremalstellen k•onnen durch die Implementierung einer Suchfunktion ermittelt werden.

Im Allgemeinen folgt die Verteilung der lokalen Minima gr•o�tenteils der Symmetrie des Quasikri-

stalls, sodass sich die erfassten Tupel als Teilchenpositionen der Gitteratome identi�zieren lassen.

In Abbildung 5 ist ein dodekagonaler Quasikristall mit Teilchen an den lokalen Minima darge-

stellt. Allerdings k •onnen nicht alle durch die Suchfunktion erfassten lokalen Minima als Teilchen

veri�ziert werden, da es auch einige, in der Regel 
achere, Extremalstellen zwischen den Symme-

triestrukturen gibt, welche bei niedrigen Dichten eventuell keine Gitteratome darstellen. Teilchen

an diesen Positionen sind in Abbildung 5 gelb dargestellt und werden durch eine Hilfsfunktion

herausge�ltert.

Abbildung 5: Bestimmung der Teilchenpositionen im dodekagonalen Quasikristall durch die lokalen
Minima (links) und mit Ber •ucksichtigung der Symmetrie (rechts).

Die Kennzeichnung der Teilchenpositionen birgt den Vorteil, das Verschiebungsfeld, welches von

einer Dislokation hervorgerufen wird, sichtbar zu machen. In Abh•angigkeit der Position und Art

der St•orstelle verschieben sich die umliegenden Teilchen durch den Ein
uss der topologischen La-

dung. Diese Verschiebung ist in Abbildung 6 dargestellt: Die blauen Teilchen stellen die Positionen

im fehlerfreien dodekagonalen Kristall dar. Die roten Punkte kennzeichnen die Teilchen in Anwe-

senheit eines Verschiebungszentrums. Hier zeigt sich die Auswirkung von zwei St•orstellen mit ent-

gegengesetztem Burgers-Vektor noch einmal konkreter. W•ahrend die Kristallsymmetrie auf dem

linken Bild durch den Einbau von zwei Dislokationen weitestgehend erhalten bleibt, verschieben

sich die Teilchen auf dem rechten Bild unter dem Ein
uss einer einzelnen St•orstelle deutlicher.
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Abbildung 6: Verschiebung (rot) der Teilchenpositionen im dodekagonalen Quasikristall mit zwei
antiparallelen Burgers-Vektoren (links) und einer einzelnen St•orstelle (rechts).
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4 Neuronale Netzwerke

Es erweist sich als•au�erst schwierig, St•orstellen in einem Quasikristall mit dem blo�en Auge zu

erkennen. Sie zus•atzlich nach ihrem Burgers-Vektor zu klassi�zieren, ist ohne Anwendung der

Fourier-Transformation nicht m •oglich. An dieser Stelle scha�t die Anwendung von maschinellem

Sehen Ab�ndung. Es ist sinnvoll, die Merkmalserkennung in der Kristallstruktur durch Deep

Learning Modelle vorzunehmen. Nachdem die Rohdatenerzeugung vollst•andig vorgestellt worden

ist, werden im Folgenden neuronale Netzwerke eingef•uhrt und im Anschluss anhand der Funktion

ihrer Bestandteile genauer vorgestellt.

4.1 Machine Learning, Deep Learning und klassische Programmierung

Um einen Einblick in den Arbeitsablauf und ein Gef•uhl f •ur die Struktur der in dieser Arbeit

genutzten Bilderkennungsmechanismen zu gewinnen, besch•aftigt sich dieser Abschnitt mit den

theoretischen Grundlagen des Deep Learnings. Daf•ur wollen wir das Deep Learning zun•achst als

Fachgebiet des Machine Learnings einf•uhren und einen systematischen Kontrast zur klassischen

Programmierung ziehen: Konventionell werden die Herangehensweisen und Regeln zum L•osen einer

Aufgabe von dem Programmierer wohlbestimmt und im Anschluss in Form eines festen Regelsat-

zes in ein Programm implementiert. Das Programm liefert dann auf Grundlage der Daten und der

Regeln die Antworten. Beim Machine Learning hingegen werden die Antworten gemeinsam mit den

Rohdaten als Eingabe in das Programm gegeben, das wiederum Regeln als Ausgabe formuliert.

Schematisch ist die Klassi�kation in Abbildung 7 dargestellt. Als Anforderung an die resultieren-

Abbildung 7: Systematik und Zielsetzung von Machine Learning im Kontrast zu der klassischen
Programmierung, Bild aus [11].

den Regeln stellt man die Anwendbarkeit auf neue, dem Programm bisher unbekannte Daten und

als Ergebnis erwartet man eigenst•andige Antworten. Da die von dem Machine-Learning-System

bestimmten Regeln zun•achst allein die gefundenen Korrelationen zwischen den eingegebenen Roh-

daten und den Antworten repr•asentieren, ist es sinnvoll, der Gr•o�enordnung und der Vielseitigkeit

der Rohdaten einen besonderen Wert zuzusprechen. Ziel ist es also, dem System m•oglichst relevan-

te Beispiele bereitzustellen, die zur L•osung der Aufgabenstellung hinreichend sind. Diese Beispiele

werden von dem System zur Automatisierung genutzt, in dem nach einer statistischen Struktur

gesucht wird [11]. Wie diese statistischen Strukturen gefunden werden und welchen Kontrollpara-

metern sie unterliegen, wird im Folgenden Abschnitt vorgestellt.
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4.2 Einf •uhrung und Aufbau des neuronalen Netzes

Im Rahmen des Deep Learnings werden Eingabedaten in sinnvolle Ausgaben transformiert. Deep-

Learning-Algorithmen setzen dabei das Erlernen aufeinanderfolgender Repr•asentations-Schichten

als Schwerpunkt [11]. Diese Schichten (Layer genannt) beinhalten zunehmend sinnvollere Re-

pr•asentationen der Eingabedaten und werden insbesondere gleichzeitig von einem Modell erlernt,

welches man als neuronales Netz bezeichnet. Ein neuronales Netzwerk stellt also eine Abfolge von

aneinandergereihten Layern dar, welche jeweils eine einfache Transformation der urspr•unglichen

Eingabedaten vollziehen. Die•ubermittelte Information wird durch diesen Prozess ge�ltert und

immer aussagekr•aftiger im Bezug auf die L•osung des gestellten Problems. Die Anzahl der beitra-

genden Layer wird als Tiefe des Modells bezeichnet.

In diesem Abschnitt wird qualitativ dargelegt, wie das neuronale Netz Repr•asentationen von Da-

ten erlernt und wie dieser Lernvorgang kontrolliert und validiert werden kann. Den Ausgangs-

punkt stellt dabei Abbildung 8 dar: Wir betrachten eine Eingabe X , welche verschiedene Layer

durchl•auft und dabei transformiert wird. Nach der konsekutiven Datentransformation wird dann

eine VorhersageY 0 getro�en. Steuerparameter f•ur diese Abfolge sind die Gewichtungen der Layer.

Die Parametrisierung eines neuronalen Netzes erfolgt also durch seine Gewichtungen [11]. Bei der

Eingabe X handelt es sich um ein Sample - bei der zugeh•origen KlasseY um das Label.

Abbildung 8: Schematische Darstellung der Parametrisierung eines neuronalen Netzes, Bild aus
[11].

Die Zielsetzung ist in der Folge die Gewichtungen so zu modi�zieren, dass das Modell eine sehr

gute Vorhersage tri�t.

Um das Modell zu bewerten und um die Gewichtungen zu optimieren, ist ein Ma� f•ur den Erfolg

des Algorithmus notwendig. Dieses Ma� wird durch die Verlust- bzw. Fehlerfunktion bestimmt.

Sie berechnet, wie sehr die vorhergesagten Ausgaben des Modells von den tats•achlichen Zielwerten

abweichen und speichert das Ergebnis in dem Verlustscore. Dieser Verlustscore kann nun f•ur

jeden Durchlauf ausgegeben werden und dar•uber hinaus als Feedback-Signal zur Anpassung der

Gewichtungen zur Verf•ugung gestellt werden (vgl. Abbildung 9) [11].
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Abbildung 9: Prinzipieller Arbeitsablauf zur Anpassung der Gewichtungen des neuronalen Netzes.

Das Feedback-Signal hat die Aufgabe, die Werte der Gewichtungen so anzupassen, dass der Ver-

lustscore f•ur die aktuelle Eingabe abnimmt [11]. Die technische Umsetzung erfordert f•ur das

Optimieren des Verlustscores einen Algorithmus - den sogenannten Optimierer. Dieser bedient

sich bei der Optimierung des Verlustscores dem sogenannten Gradientenabstiegsverfahren. Als

Backpropagation-Algorithmus wird das Minimum der Fehlerfunktion durch Anpassung der Ge-

wichtungen des neuronalen Netzes entlang des absteigenden Gradienten berechnet [12]. Das neu-

ronale Netz wird nun in einer Trainingsschleife mit jedem erfassten Beispiel so angepasst, dass der

Verlustscore minimal wird. Nach Durchlaufen der Trainingsschleife minimieren also die aus den

Gewichtungen gewonnenen Parameter die Verlustfunktion und man spricht von einem trainierten

neuronalen Netzwerk. Die VorhersagenY 0 stimmen jetzt so gut wie m•oglich mit den tats•achlichen

Zielwerten Y •uberein. In Analogie zu dem Ma� f•ur den Optimierungsprozess dient die Korrekt-

klassi�zierungsrate einem Ma� daf•ur, in welchem Verh•altnis das neuronale Netz der EingabeX

den tats•achlichen Wert Y zuordnet. Sie wird in Prozent angegeben und liefert je nach Wahl der

Komponenten des neuronalen Netzes einen anderen Wert.

An dieser Stelle•au�ert sich, warum Machine Learning im Sprachgebrauch als Ingenieurwissenschaft

etabliert ist: Die Korrektklassi�zierungsrate ist abh •angig von zahlreichen Parametern, die allesamt

keine •uberschaubare Struktur aufweisen. Zu den Parametern z•ahlen unter anderem die Aufberei-

tung der Rohdaten, die Tiefe des Modells (Art und Anzahl der Layer), die Wahl des Trainingspro-

zesses, die Wahl der Verlustfunktion und die Wahl des Optimierers. Die Keras-Bibliothek bietet in

ihrer Funktion als Modell-Bibliothek die M •oglichkeit einzelne Komponenten eines neuronalen Net-

zes (wie Layer oder Optimierer) als Bausteine zu verwenden. Keras wird in der Forschung vor allem

f•ur Problemstellungen genutzt, welche in den Bereich der maschinellen Sinneswahrnehmung fallen.

Die in der Keras-Bibliothek implementierten Algorithmen eignen sich daher gut zur Klassi�kati-

on der St•orstellen in den vorgestellten Quasikristallen. Als High-Level Programmierschnittstelle

bietet Keras keine Low-Level-Operationen, die f•ur den mathematischen Umgang mit den Einga-

bedaten notwendig sind. Hierf•ur wird das Backend TensorFlow (https://www.tensorflow.org/ )

verwendet.
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5 Quasikristalle als Datens •atze f •ur das neuronale Netz

In Fortsetzung an die in Kapitel 3 eingef•uhrte Vorgehensweise zum kontrollierten Platzieren von

St•orstellen in Quasikristallen wird in diesem Abschnitt veranschaulicht, welche Datens•atze f•ur

das neuronale Netz Verwendung �nden und wie diese Datens•atze aufgebaut sind. Das aus der

Potentialfunktion (2) resultierende Kristallgitter bildet als Sample eine geeignete Eingabedatei

f•ur das Modell. Dieses Gitter hat eine H•ohe und Breite von 15 L•angeneinheiten und ist in der

Shape (150; 150) gegeben. Die Shape des Potentialgitters entspricht der Pixelzahl des Bildes und

ist in einem Tensor Images gespeichert. Dieser Tensor ist im Gegensatz zu dem Potentialgitter

dreidimensional, da er im ersten Eintrag die Samplenummer speichert. Ein Datensatz mitN Bil-

dern wird in der Shape (N; 150; 150) gesichert. Zus•atzlich ist jeder Kristall mit einer Dislokation

ausgezeichnet. Das Zentrum der Dislokation wird dabei bei der Erstellung jedes einzelnen Samp-

les zuf•allig generiert, zur Berechnung des Potentialgitters verwendet und im Anschluss in dem

Datensatz Burgers pos gespeichert. Es wird im Vorfeld allerdings ausgeschlossen, dass sich das

Verschiebungszentrum am Randbereich der Box be�ndet. Da die Position zwei Komponenten hat,

hat der Tensor Burgers pos f•ur den eingef•uhrten Eingabedatensatz eine Shape von (N; 2). Ebenso

variiert die Art bzw. die Form der St •orstelle in jedem Sample. Insgesamt werden sechs vonein-

ander verschiedene Dislokationsrichtungen durch sechs einfache Burgers-Vektoren unterschieden.

Die Parametrisierung dieser Vektoren ist durch Gleichung (5) gegeben. Auch hier erfolgt die Zu-

weisung f•ur jede Eingabedatei zuf•allig, sodass jedes Sample ein Verschiebungszentrum an einer

willk •urlichen Position mit willk •urlichem Burgers-Vektor besitzt. Die Art des Burgers-Vektors wird

als Integer von 0 bis 5 im DatensatzBurgers type festgehalten. Dieser Tensor hat in der Folge

eine Shape von (N; 1). Zur Veranschaulichung sind die verwendeten Datens•atze in Abbildung 10

dargestellt.

Abbildung 10: Veranschaulichung der genutzten Datens•atze f•ur N Bilder.

Zuletzt werden die Datenpakete noch in Bezug auf ihre Funktionalit•at in drei Teilmengen unter-

teilt: in eine Trainingsdatenmenge, eine Validierungsdatenmenge und eine Testdatenmenge. Die

Trainingsdatenmenge wird als Eingabe genutzt, um das neuronale Netz mit Beispielen zu trainie-

ren. Die Funktionalit •at der Validierungsdatenmenge besteht darin, den Fortschritt des neuronalen

Netzes nach jedem Trainingsdurchlauf zu bewerten. Abschlie�end wird der Trainingsprozess des

neuronalen Netzes anhand der noch unbekannten Testdatenmenge ausgewertet. Die Einteilung

erfolgt jeweils durch die Kennzeichnungen
"
Train\,

"
Val\ und

"
Test\ und ist in Abbildung 11

illustriert.

Um ein statistisch repr•asentatives Ergebnis zu erzielen, muss beim Aufbereiten der Datens•atze

darauf geachtet werden, dass die Trainings- und die Validierungsdatenmenge disjunkt sind, da

das neuronale Netz ansonsten bereits L•osungen zu Samples erh•alt, ehe es vollst•andig trainiert
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Abbildung 11: Einteilung der Datenpakete nach ihrer Funktionalit •at in Trainings- und Testdaten.

worden ist. Die Aussagekraft der Rohdaten ist f•ur ein erfolgreich trainiertes Modell von zentra-

ler Bedeutung. Sie beein
usst die Qualit•at der Entscheidungsregeln, die zu einer Klassi�zierung

f•uhren und damit auch die Qualit•at der gesammelten Ergebnisse. Sind die Entscheidungsregeln

aussagekr•aftiger, so lassen sich die Ergebnisse auch besser auf unbekannte Daten verallgemeinern.

Daher ist es von besonderem Interesse, m•oglichst viele voneinander unterscheidbare Samples

zu generieren. Das gelingt durch einfache Kombinatorik: W•ahlt man f•ur ein Quadrat mit 14

L•angeneinheiten in x- und y-Richtung ganze Zahlen f•ur die Initialisierung der Position des Ver-

schiebungskerns, so ergeben sich zun•achst insgesamt 196 M•oglichkeiten f•ur die Beschreibung des

Quasikristalls. Wird zus•atzlich ber•ucksichtigt, dass es zu jedem Verschiebungskern genau sechs

M•oglichkeiten f•ur einen Burgers-Vektor gibt, so ergeben sich insgesamt 1176 M•oglichkeiten. Das

sind deutlich zu wenige Realisierungen, um gro�e Trainingsdatens•atze zu erzeugen. Ist f•ur ein

Sample sowohl die Art der Dislokation, als auch seine Lokalisation identisch, so ist auch das er-

rechnete Potentialfeld deckungsgleich.

Die Kongruenz der Bilder wird pr•aventiv verhindert, indem die Initialisierung der Position der

St•orstelle als Flie�kommazahl erfolgt und im Anschluss gerundet gespeichert wird. F•ur die St•orstelle

werden in Analogie zur Form des Potentialfeldes jeweils 140 M•oglichkeiten in x- und in y-Richtung

gew•ahlt. Dadurch verhundertfacht sich die Zahl der voneinander unterscheidbaren M•oglichkeiten

f•ur die Realisierung disjunkter Samples von 1176 auf 117600.

Nachdem alle technischen und theoretischen Grundlagen eingef•uhrt worden sind, wird der vorge-

stellte Arbeitsablauf durch die Klassi�kation der Dislokationen durchgef •uhrt.
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6 Klassi�kation der Art des Burgers-Vektors

Als Erstes soll das neuronale Netz Quasikristalle, welche mit St•orstellen ausgezeichnet sind, der

Art ihrer St •orstelle zuordnen. Es handelt sich hierbei um eine Single-Label-Mehrfachklassi�kation,

da jeder Eingabedatei genau eine Klasse zugeordnet wird. Insgesamt gibt es sechs verschiedene

Klassen - jede ist stellvertretend f•ur einen anderen Burgers-Vektor. Die Daten werden in eine

Trainings-, eine Validierungs- und eine Testdatenmenge aufgeteilt und im Folgenden f•ur das neu-

ronale Netz aufbereitet.

6.1 Vorbereitung der Rohdaten

In der Trainingsdatenmenge sind 18300 Quasikristalle als Bilder mit einer Gr•o�e von 150 x 150

Pixeln im Tensor Train Images gespeichert. Zus•atzlich ist f •ur jedes Sample in einem zweiten Ten-

sor Train Burgers type die Initialisierung des Burgers-Vektors stellvertretend als Integer von 0 bis

5 gespeichert. Unter Einsatz der sogenannten Holdout-Methode werden die letzten 1000 Samples

der Trainingsdatenmenge entnommen, um daraus die ValidierungsdatenmengeVal Images und

den zugeh•origen Datensatz Val Burgers type zu generieren. Die Validierungsdatenmenge ist not-

wendig, um den Fortschritt der Modi�kation der Parameter des neuronalen Netzes zu kontrollieren,

ehe das trainierte Modell mit dem unbekannten DatensatzTest Images evaluiert wird.

Der Tensor Test Images der Testdatenmenge besteht aus weiteren 9500 Bildern. Die Vorhersa-

gen des neuronalen Netzwerks werden dann mit den zugeh•origen Labeln ausTest Burgers type

verglichen. Bevor die Daten allerdings f•ur den Trainingsprozess genutzt werden k•onnen, m•ussen

sie in eine mit dem neuronalen Netz kompatible Form transformiert werden. Konkret werden die

Eintr •age ausTrain Burgers type und Test Burgers type daf•ur in einen One-Hot-Code umgewan-

delt. Die Listen enthalten zun•achst einmal f•ur jedes Bild eine Zi�er, welche die Art der St•orstelle

repr•asentiert. Diese Information bleibt auch in der One-Hot-Kodierung erhalten, allerdings wird

der Inhalt jedes Labels in einen Vektor in Bin•arform umgeschrieben. Die One-Hot-Kodierung wird

auch als 1-aus-n-Code bezeichnet, da die Dimension des Vektors durch die Anzahl der verschiede-

nen Klassenn bestimmt ist und die Information des Labels durch eine 1 an der entsprechenden

Stelle gekennzeichnet wird.

Zur Verdeutlichung wird der erste Eintrag von Train Burgers type in Abbildung 12 vor und nach

der One-Hot-Kodierung aufgerufen. Vor dem Aufruf beinhaltet der erste Eintrag des Arrays den

Abbildung 12: Inhalt des ersten Labels der TrainingsdatenmengeTrain Burgers type vor und nach
der Transformation in One-hot-Kodierung.

Wert 2 - das erste Sample ist also mit dem dritten Burgers-Vektor initialisiert. Diese Information
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bleibt auch nach der Umwandlung erhalten. An der zweiten Stelle ist der Vektor mit einer 1 ge-

geben, wohingegen alle anderen Eintr•age den Wert 0 aufweisen.

Zuletzt wird noch gepr•uft, ob Trainings- und Validierungsdatenmenge disjunkt sind.

6.2 Initialisierung und Training des neuronalen Netzes

Zur Durchf •uhrung des Trainingsprozesses wird sowohl die Tiefe des Modells, als auch die Struktur

der einzelnen Layer festgehalten. Dies erfolgt unter Benutzung der Sequential-Methode der Keras-

Bibliothek. Als Schichten des Netzes werden zwei Dense Layer verwendet, welche mit der Relu-

Funktion aktiviert werden. Die Dense-Layer wenden eine Matrixmultiplikation und eine Addition

auf die Eingabedatei an, sodass die Ausgabe durch

output = dot(W; input ) + b (6)

gegeben ist [11]. Bei diesen Transformationen handelt es sich um lineare Operationen. Um den

L•osungsraum um eine Nichtlinearit•at zu erweitern, wird die Relu-Funktion als Aktivierungsfunk-

tion gew•ahlt [13]. Die Dimension des L•osungsraums beider Dense-Layer wird auf 16 festgelegt.

Ein h•oherdimensionaler L•osungsraum beschleunigt zwar den Fortschritt in der Merkmalserken-

nung des Modells, birgt aber gleichzeitig die Gefahr, dass eine sogenannte•Uberanpassung an

die Trainingsdaten erfolgt. Ist das Modell zu gut an die Trainingsdaten angepasst, so erkennt

es Merkmale, die spezi�sch den Trainingsdaten zuzuordnen sind, sich aber nicht verallgemei-

nern lassen. Das letzte Layer wird mit einer Softmax-Funktion aktiviert, welche eine Ausgabe

der Vorhersage in One-Hot-Kodierung erm•oglicht. Bei der Softmax-Funktion handelt es sich um

die normalisierte Exponentialfunktion und die Ausgabe gibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

•uber alle m•oglichen Burgers-Vektoren an. Die Auswahl der Ausgabe als Wahrscheinlichkeitsver-

teilung erm•oglicht dar•uber hinaus die Wahl der kategorialen Kreuzentropie als Verlustfunktion.

Diese generiert im Kontrast zur Methode der kleinsten Quadrate als Minimierungsfunktion deut-

lich genauere Ergebnisse [14]. Das Training erfolgt nun in mehreren Trainingsepochen, nach denen

jeweils eine Modi�kation der Parameter des neuronalen Netzes erfolgt. Um das Training beurteilen

zu k•onnen, gibt das Modell nach jeder Epoche den Wert der Verlustfunktion und der Korrektklassi-

�zierungsrate f •ur die Trainings- und die Validierungsdatenmenge an. Eine m•ogliche •Uberanpassung

l•asst sich gut erkennen, wenn die Fehlerfunktion und das Erfolgskriterium f•ur Trainings- und Va-

lidierungsdatenmenge im Trainingsprozess aufgezeichnet werden.
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6.3 Evaluation des trainierten neuronalen Netzes

Zur Evaluation des Trainingsprozesses ist in Abbildung 13 die Korrektklassi�zierungsrate in Ab-

h•angigkeit der Trainingsepoche aufgetragen.

Abbildung 13: Korrektklassi�zierungsrate in Abh •angigkeit der Trainingsepoche f•ur die Zuweisung
des Burgers-Vektors.

Das neuronale Netz weist nach einer Trainingsepoche bereits eine Genauigkeit von 1:00 auf - es

ordnet also nicht nur dem Trainingssatz Train Images fehlerfrei die richtigen Labels zu, sondern

auch der ValidierungsmengeVal Images.

Eine Anwendung auf den noch unbekannten TestdatensatzTest Imagesergibt ebenfalls eine Tre�-

genauigkeit von 100 %. Der Wert der Verlustfunktion liegt bei 1:2�10� 7. Tri�t man mit dem Modell

nun eine Vorhersage f•ur eine unbekannte Eingabedatei, so eignet sich die ausgegebene Wahr-

scheinlichkeitsverteilung sehr gut, um jeder Bilddatei ein S•aulendiagramm zuzuweisen. Wenn sich

die Zuweisung des neuronalen Netzes mit dem tats•achlichen Wert aus Test Burgers type deckt,

so wird das Diagramm in der Farbe blau abgebildet. Ist die Vorhersage fehlerhaft, so wird die

S•aule rot eingef•arbt. Abbildung 14 stellt beide M •oglichkeiten gegen•uber. Die fehlerhafte Ausgabe

entstammt einem mangelhaft trainierten Modell, das vierdimensionale Hypothesenr•aume f•ur die

Transformation der Eingabedaten nutzt. Die in den Repr•asentationen enthaltene Information ist

damit zu beschr•ankt, um eine fehlerfreie Zuordnung in eine von sechs verschiedenen Klassen zu

gew•ahrleisten.

Abbildung 14: Visualisierte Ausgabe des Modells f•ur eine richtige (links) und eine falsche Zuord-
nung (rechts).

Die Anzahl der verdeckten Einheiten pro Layer ist im Vergleich zum hinreichend trainierten neu-
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ronalen Netz von 16 auf 4 gesenkt worden. Am S•aulendiagramm der fehlerhaften Klassi�kation

erkennt man gut, warum sich eine One-Hot-Kodierung als Ausgabe eignet: Das neuronale Netz

erkennt Merkmale und errechnet eine Korrelation des Eingabebildes mit den einzelnen Ausgabe-

Kan•alen. Durch die Wahl der Softmax-Aktivierungsfunktion wird diese Merkmalserkennung in

Prozent angegeben und die Summe aller Kan•ale ergibt 1. Das neuronale Netz entscheidet letzt-

endlich anhand der errechneten Wahrscheinlichkeitsverteilung, um welche Art von St•orstelle es

sich bei der Eingabe handelt und gibt den Kanal mit der gr•o�ten Korrelation als Ergebnis aus.

Zum Abschluss dieser Klassi�kation sind 15 Zuordnungen aus der TestdatenmengeTest Images

abgebildet (vgl. Abbildung 15). Sie verdeutlichen, wie gut das trainierte neuronale Netz auf die

Klassi�kationsaufgabe abgestimmt ist.

Abbildung 15: Vorhersagen des neuronalen Netzes f•ur die ersten 15 Testdaten ausTest Images.
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7 Klassi�kation der Position der Dislokation

Nachdem die Klassi�kation der verschiedenen Burgers-Vektoren reibungslos funktioniert, wird

im Folgenden angestrebt, den TestdatenTest Images die Position ihrer Dislokation zuzuordnen.

Die Schwierigkeit bei dieser Zuweisung liegt darin, dass es nun nicht mehr nur sechs Ausgabe-

M•oglichkeiten f•ur das Modell gibt. Stattdessen soll das neuronale Netz eine Merkmalserkennung f•ur

196 voneinander verschiedene Realisierungsm•oglichkeiten f•ur die Position der St•orstelle ermitteln.

Die M•oglichkeiten ergeben sich aus einer einfachen Multiplikation der 14 M•oglichkeiten in x-

Richtung mit den 14 m•oglichen Positionen in y-Richtung.

7.1 Vorbereitung der Rohdaten

Als Trainings- und als Testdatenmenge werden wieder die beiden TensorenTrain Images und

Test Images verwendet. Die zugeh•origen Label sind in den DatenmengenTrain Burgers pos und

Test Burgers pos enthalten. Beide haben die Shape (N; 2), da sie f•ur jedes Bild die Information

•uber den Ort der Dislokation in x- und in y-Richtung enthalten. Damit die Validierungsdaten-

menge weiterhin statistisch repr•asentativ ist, werden im Hinblick auf die gro�e Anzahl an unter-

scheidbaren Realisierungsm•oglichkeiten 3000 Datenwerte f•ur die Validierung zur•uckgehalten. Die

1-aus-n-Kodierung �ndet auch hier Verwendung, um eine Ausgabe als Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung zu gew•ahrleisten. F•ur die Transformation der Positionen in einen 1-aus-n-Code eignet sich

eine einfache Funktion, die den 196 m•oglichen Positionen einem Array der L•ange 196 zuordnet.

Die Position c eines PunktesP(x; y) ist dann durch

c = ( x � 1) + 14 � (y � 1) (7)

gegeben. Die Verschiebung erfolgt, da die St•orstelle nicht am Randbereich der Box platziert wird.

Durch Modolo Rechnung und Ganzzahldivision erh•alt man aus c wieder die Komponenten vonx

und y. Als Beispiel dient das erste Label ausTrain Burgers pos: Die Position (13; 2) entspricht in

der One-Hot-Kodierung einer 1 an 26: Stelle des Vektors (vgl. Abbildung 16).

Abbildung 16: Inhalt des ersten Labels der TrainingsdatenmengeTrain Burgers pos als Vektor
und in One-Hot-Kodierung.
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7.2 Training und Evaluation des neuronalen Netzes

Das Modell wird erneut mit mehreren Dense-Schichten und der Relu-Funktion aktiviert. Der we-

sentliche Unterschied zur Klassi�kation der Art des Defektes besteht in den verdeckten Einheiten

jeder Schicht. Anstelle von 16 verdeckten Einheiten �nden nun 512 Einheiten pro Schicht Verwen-

dung. Der Hypothesenraum bietet dadurch erheblich umfassendere Ressourcen zur Merkmalser-

kennung. Das Training erfolgt in 80 Trainingsepochen, wobei die Korrektklassi�zierungsrate und

die Verlustfunktion weiterhin nach jeder Epoche festgehalten werden. Die Optimierungsparameter

sind in Abbildung 17 gegen die Trainingsepochen aufgetragen.

Abbildung 17: Korrektklassi�zierungsrate und Verlustfunktion f •ur die Position der Dislokation in
Abh•angigkeit der Trainingsepoche.

Qualitativ sinkt der Wert der Verlustfunktion mit zunehmender Epochenzahl, wohingegen der

Wert der Korrektklassi�kation zunimmt. Das stimmt mit den Erwartungen •uberein. Das Modell

weist nach 80 Epochen eine Genauigkeit von 86 % auf und der Wert der Verlustfunktion sinkt

bis auf den Wert 0:34 ab. Setzt man sich n•aher mit den Plots auseinander, so ist ebenfalls er-

sichtlich, dass der Fortschritt nicht monoton w•achst. Das liegt daran, dass die Gewichtungen des

neuronalen Netzes sehr vielen Parametern unterliegen, die allesamt und gleichzeitig an die Trai-

ningsdaten angepasst werden. Eine Modi�kation dieser Parameter hat in der Folge nicht instantan

eine progressive Auswirkung auf die Validierung des Modells nach jeder Epoche und unterliegt

einer Schwankung. Der Wert der Verlustfunktion nimmt reziprok mit der Epochenzahl ab. Diese

Abh•angigkeit wird durch die hyperbolische Fit-Funktion f •ur die Trainings- und Validierungsda-

tenmenge best•atigt.

Um den Trainingsprozess weiterf•uhrend zu quanti�zieren, wird zus•atzlich eine Metrik de�niert,

welche in jeder Epoche den mittleren euklidischen Abstand zwischen Vorhersage und Zielwert

ausgibt. Sie ist in Abbildung 18 f•ur die Trainings- und Validierungsdatenmenge gegen die Trai-

ningsepochen aufgetragen.
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Abbildung 18: Mittlerer euklidischer Abstand zwischen den Zielwerten und den Ausgaben des
neuronalen Netzes f•ur die Position der Dislokation in Abh •angigkeit der Trainingsepoche.

Der Wert f •ur die mittlere euklidische Norm betr•agt f•ur die Trainingsdaten nach Durchlauf der

80 Epochen 0:10 L•angeneinheiten. F•ur die Validierungsdatenmenge ergibt sich ein Wert von 0:14.

Der geringe Wert der mittleren euklidischen Norm deckt sich mit der Erwartung aus der hohen

Korrektklassi�zierungsrate und best•atigt sich auch bei einer Erweiterung auf die Testdatenmenge.

Im Mittel ergibt sich f •ur die Vorhersagen des neuronalen Netzes anhand der 9500 Testbilder eine

geometrische Abweichung von 0:13 � 0:11 L•angeneinheiten. Insgesamt lassen sich die Ausgaben

des Modells im Bezug auf die eingef•uhrte Metrik in drei Abst •ande einteilen. Zun•achst ist der

Abstand Null, wenn das neuronale Netz dem Sample das richtige Label zuweist. Mit einer abso-

luten H•au�gkeit von 8320 Ereignissen tritt die richtige Zuweisung in 87:6 % der F•alle ein. Eine

richtige Ausgabe des neuronalen Netzes ist gemeinsam mit der ermittelten Wahrscheinlichkeitsver-

teilung in Abbildung 19 aufgetragen. Die Zuweisung wird rot auf dem zugeh•origen Potentialfeld

des Rohbildes ausTest Images visualisiert.

Abbildung 19: Ausgabe der Position der Dislokation im Potentialfeld des Quasikristalls (links) und
als Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts) des neuronalen Netzes.
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Die Dislokation be�ndet sich an dem Punkt P = (4 ; 4). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird

im Wesentlichen durch den Wert bei (4; 4) dominiert. Nachdem diese Position das Maximum der

Verteilung bildet, wird er von dem neuronalen Netz - •ubereinstimmend mit dem Label - als Aus-

gabe festgelegt und markiert.

Mit einer relativen H •au�gkeit von 12 % gibt das neuronale Netzwerk in 1136 Ereignissen die Po-

sition in einer Dimension richtig aus und liegt in der zweiten Dimension um einen Wert daneben.

Die Metrik f •ur den euklidischen Abstand betr•agt dementsprechend 1. Ein Beispiel f•ur diese feh-

lerhafte Zuweisung ist in Abbildung 20 aufgetragen. Ist die Zuweisung nicht richtig, so wird neben

der Ausgabe in rot auch der Zielwert in gr•un markiert.

Abbildung 20: fehlerhafte Ausgabe (rot) und Zielwert (gr•un) der Position der Dislokation im
Quasikristall (links). Die zugeh•orige Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts).

Die gr•o�te geometrische Abweichung vom tats•achlichen Zielwert betr•agt
p

2 und ist genau dann

erf•ullt, wenn sowohl die Ausgabe in x-Richtung als auch die in y-Richtung unmittelbar an ihren

Zielwert angrenzen. Diese M•oglichkeit tritt mit einer relativen H •au�gkeit von unter einem Prozent

selten ein. Ein Beispiel ist in Abbildung 21 aufgetragen.

Abbildung 21: fehlerhafte Ausgabe (rot) und Zielwert (gr•un) der Position der Dislokation im
Quasikristall (links). Die zugeh•orige Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts).
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