Finite Mechanik
oszillierender Bewegung

Bachelorarbeit aus der Physik

Vorgelegt von
Frank Ulrich Henning
28. August 2023

Institut fiir Theoretische Physik I
Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-Niirnberg

Betreuer:
Prof. Dr. Klaus Mecke






Erklarung

Hiermit erklére ich, Frank Ulrich Henning, dass ich die vorliegende Arbeit
eigenstandig und ohne fremde Hilfe angefertigt habe. Verwendete Hilfsmittel
und Textpassagen, die wortlich oder dem Sinn nach auf Publikationen oder
Vortragen anderer Autoren beruhen, habe ich nach bestem Gewissen als solche
kenntlich gemacht. Die Arbeit wurde bisher keiner anderen Priifungsbehorde
vorgelegt und auch noch nicht veroffentlicht.

Ort, Datum Frank Ulrich Henning






Inhaltsverzeichnis

(1. Einleitung|

[2. Finiter projektiver Raum|
[2.1. Axiomatischer Zugang| . . . . . . . . ... Lo
[2.2. Analytischer Zugang| . . . . . . . . . ...
[2.3. Projektive Quadrik] . . . . ... ..o
[2.4. Projektivitaten| . . . . . . . ...

[3. Newtonsche Gesetze im finiten projektiven Raum|

[4. Legendre-Transformation|
[4.1. Legendre-Transformation im reellen Raum| . . . . . . ... ... ... ...
[4.2. Legendre-Transformation im finiten projektiven Raum| . . . . . . . . . ..

6. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum|

6 H ~cher Oszillator
[7_Fazit]

[A. Zur Biquadrik]|

[B. Zum Rechnen mit Projektivitaten|

[C. Erganzende Abbildungen zu [Abschnitt 5|

[D. Algebraischer Beweis zur Punktspiegelungsmethode|

[E. Zum erstellten Python-Modul|

[Abbildungsverzeichnis|
G - hois

17

24
24
28

32

43

62

64

64

66

68

69

70

71

74






1. Einleitung

Mit Einsteins allgemeiner Relativitatstheorie (ART) hat sich gezeigt, dass das was wir als
Gravitations-"Kraft" beobachten, also dass zwei Massen sich gegenseitig anziehen und
daraufthin aufeinander zu fallen, letztlich eine Interpretation dessen ist, dass die Bewegung
kréftefreier Objekte durch die Geometrie der Raumzeit diktiert wird. Die Newtonsche
Gravitations-"Kraft" wurde also geometrisiert. Somit sollte man die Frage stellen, ob auch
andere physikalische Gesetzmafigkeiten geometrisiert werden kénnen, bzw. ob sie auf eine
gemeinsame Urgeometrie zuriickgefiihrt werden kénnen. Denn dann sollte es doch vermut-
lich moglich sein Gemeinsamkeiten verschiedener Gebiete der Physik, sofern vorhanden,
leichter zu erkennen, als wie wenn die Gebiete der Physik auf vollig unterschiedlichen mathe-
matischen Gebilden ihren jeweiligen mathematischen Dialekt zur addquaten Beschreibung
der Natur sprechen. Eine mogliche gemeinsame Sprache und somit ein moglicher Kandidat
fiir eine solche Urgeometrie, aus der verschiedene mathematische Dialekte herausentwickelt
werden konnen, stellt die projektive Geometrie dar. Denn "die projektive Geometrie ist ein
umfassender Ansatz, der gleichermafien die Euklidische und auch die Nicht-Euklidischen
Geometrien durch Spezifikationen beschreiben kann" [1]. Speziell die finite projektive
Geometrie soll im Folgenden die Sprache sein, mittels der Physik betrieben werden soll.
Denn sie kann auf einer minimal gehaltenen Anzahl von Axiomen aufgebaut werden und
schlieflich koordinatisiert werden, um somit Methoden der linearen Algebra nutzen zu kon-
nen. Sollte die finite projektive Geometrie i.d.T. die gemeinsame Sprache der physikalischen
Gebiete sein, so konnte mit ihr fiir die Physik selbst womoglich eine Inzidenzstruktur ge-
funden werden. Diese konnte wie es in unten stehender Abbildung[|durch die kleinste finite
projektive Geometrie angedeutet wird, aussehen und man kénnte Goethe umformulieren zu:

Auf welche Art und Weise ist das "WAS die Welt im inneren zusammenhélt" [2] gegeben ?

Gravitation

Starke ? Elektroschwache

Jedoch ist das Ziel dieser Arbeit eine finite Mechanik oszillierender Bewegung.

!Quelle: Selbst angefertigt mit PowerPoint.
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2. Finiter projektiver Raum

Der mathematische Rahmen, die finite projektive Geometrie bzw. Raum, der fiir diese
Arbeit nétig ist kann {iber zwei Wege konstruiert werden und zwar durch den axiomatischen
und analytischen Zugang. Die Resultate beider Wege sind i.d.T. nach dem Theorem von
Veblen und Jung zu einander isomorph fiir projektive Rdume der Dimension d > 2 (vgl.
[3]). Im folgenden wird ein nicht strickt mathematisch strenger Weg gewéhlt, der eine Art
gemischten Zugang skizziert, sodass wichtige Konzepte hervorgehoben werden. Jedoch
wird versucht, an entsprechenden Stellen mit einer mathematischen Prézision zu arbeiten.

2.1. Axiomatischer Zugang

Definition 2.1 (Relation [4]).
Eine Relation Z iiber zwei Mengen A und B ist ein Tripel (A, B,Z), mit Z C A x B.

Definition 2.2 (Geometrie [5], [6]). Eine Geometrie ist ein Paar G = (€2, Z), wobei €2 eine
Menge ist und Z C 2 x €) eine Relation ist, mit den Eigenschaften:

(s) (symmetrisch) (z,y) € Z = (y,x) € Z und
(r) (reflexiv) (x,z) €T (YxeQ).
Man nennt x und y, sofern (z,y) € Z gilt, inzident.

Diese Definition des Begriffs Geometrie erscheint zunéchst recht abstrakt, aber stellt man
sich - nicht formal gerecht - unter der Menge von Objekten {2 Punkte und Linien vor und
unter der Relation Z Konstruktionsvorschriften fiir den Umgang mit Zirkel und Lineal, so
ist man dem Begriff Geometrie, den man aus der Schule kennt, nicht allzu fern. Die obige
formale Definition ist aber in dieser Form notig, um den Begriff der finiten projektiven
Geometrie logisch strukturiert aufzubauen. Weiter ist er notig, um mit den nachfolgenden
Definitionen an ihm anzukniipfen, damit dann in [Unterabschnitt 2.2 die Parallelen zum
analytischen Zugang erkennbar werden.

Definition 2.3 ((Maximale) Fahne [5]). Eine Fahne F einer Geometrie G = (€2, 7) ist
eine Menge von Elemeznten aus €2, die paarweise inzident sind.

F :mazvimal <= [(Bx € Q\ F) = FU{z}: Fahne].

Definition 2.4 (Rang & Typ [5]). Sei F eine maximale Fahne. Eine Geometrie G = (£2,7)
heifst vom Rang r, falls die Menge €2 in r disjunkte Mengen ; zerfallt:

rang(G) =r<—= [Q=J_,% N VFeG) (VL ez e) xeF].
Die Elemente aus €2; sind dann vom Typ i.

Beispiel 2.1. (Rang [5])
Ein Wiirfel besteht aus Ecken =: €)1, aus Kanten =: ), und aus Seitenflichen =: 23 und
bildet eine Geometrie vom Rang 3.
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Definition 2.5 (Inzidenzstruktur [5]). Eine Geometrie G mit rang(G) = 2 heifst Inzidenz-
struktur und ist ein Tripel P = (X, L£,Z), dabei ist

e X eine Menge von Objekten vom Typ 1,
e L eine Menge von Objekten von Typ 2 und
e 7 C X x L eine Menge von Relationen, deren Elemente Inzidenzen genannt werden.

Fiir ein physikalisch sinnvolles geometrisches Modell bietet es sich an, Objekte vom Typ 1
als Punkte aufzufassen, wobei sie Ereignisse der Raumzeit markieren sollen (vgl. [1]).

Definition 2.6 (Projektiver Raum [5], [6]). Eine Inzidenzstruktur P = (X, £, 7) heift
projektiver Raum, wenn sie folgende Axiome erfiillt:

(PR1) (V(z#y) e X)3leLl) (1) eTN(yl)eZ, dh:

Fiir je zwei verschiedene Punkte gibt es genau ein Objekt vom Typ 2, dass mit
beiden inzidiert. Somit soll das von den zwei Punkten festgelegte Objekt vom Typ 2
fortan als Linie bezeichnet werden und als [ := x A y notiert werden.

(PR2) (le, X9, T3, T4 € X) (p, ZLQ) cTIAN (p, l3’4) el = (q, l1,3) cTIA (q, l2,4) € I,
wobel (p #¢q) e X und [, j = x; Az; € L, d.h:

Fiir je vier Punkte soll gelten, dass
wenn die Linien /5 3 und 34 mit einem Punkt p € & inzidieren,
dann inzidieren auch die Linien [, 3 und Iy 4 mit einem Punkt ¢ € X.
(PR3) (Vie£)(FBrxe X) (x,1) €Z, dh.:
Je eine Linie inzidiert mit mindestens drei Punkten.

Streng genommen muss noch ein viertes Axiom (PR4: Es gibt mindestens zwei verschiedene
Linien) erfiillt sein, sodass der projektive Raum als nichtausgeartet bezeichnet werden darf.
Allerdings handelt es sich bei ausgearteten projektiven Raumen um exotische Spezialfille,
die hiermit implizit durch "Verzicht" auf das vierte Axiom ausgeschlossen werden sollen.

Definition 2.7 (Projektive Ebene [5]). Ein projektiver Raum, in dem statt Axiom (PR2)
das Axiom (PR2') gilt, heifit projektive Ebene.

(PR2) (V(g#h) € L)Pz € X) (g9,7) €T A (h,x) €T, dh.:
Fiir je zwei verschiedene Linien gibt es genau einen Punkt, der mit beiden inzidiert.

Vergleicht man (PR1) mit (PR2), so stellt man direkt eine Dualitiit bzw. Symmetrie
zwischen Punkten und Linien innerhalb einer projektiven Ebene fest. Denn von einem
Axiom gelangt man zum jeweils anderen, in dem man innerhalb der Quantoren-Aussagen
die Bezeichnungen der Punkte mit denen der Linien vertauscht. Eine dhnliche Dualitat
findet man auch fiir den projektiven Raum, welche im erlautert werden wird.
Jedenfalls kann man hier erkennen, dass wenn man eine Aussage innerhalb einer projektiven
Ebene bewiesen hat, so erhédlt man die dazu duale Aussage indem man die Begriffe Punkte
und Linien vertauscht und aus dieser dualen Aussage kénnen dann andersartige Schliisse
gezogen werden.
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Um den projektiven Raum P koordinatisieren zu konnen miisste man an dieser Stelle
zunédchst die Begriffe Linearmenge, (Un)abhéngigkeit von Punkten und die Basis von P
einfithren, um die Dimension von P zu quantifizieren (vgl. [5| S. 8 bis 17). Anschliefsend
stellt man fest, dass der Satz von Desargues (vgl. [5] S. 58) in einem projektiven Raum der
Dimension > 2 i.d.T. gilt. Weiter gibt es projektive Ebenen, die nicht desarguessche sind.
Diese sind aber exotischer Natur und sollen somit ausgeschlossen sein. Abschliefend muss
man noch feststellen, dass alle desarguessche Geometrien koordinatisierbar iiber einem
Schiefkérper (vgl. [6] S. 21) sind.

Ein Schiefkdérper oder auch Divisionsring genannt, besitzt alle Eigenschaften eines Korpers,
bis auf dass die Multiplikation nicht kommutieren muss (vgl. [7]). Nach dem Satz von
Wedderburn ist ein endlicher Schiefkérper ein Kérper (vgl. [7]). D.h. einen endlichen
Schiefkorper zu wahlen ist aus mathematischer Sicht sinnvoll, da beim analytischen Zugang
ein Vektorraum nétig sein wird und das kartesische Produkt von Koérpern ist dann ein
Vektorraum tiber dem Korper (vgl. [8]). Aus physikalischer Sicht ist es ebenfalls sinnvoll,
wenn man wie es hier getan wird, dem finiten Weltbild von Mecke folgt, denn in diesem
wird "die Welt als [ein] Prozess von elementaren Ereignissen [aufgefasst|, in dem die
Anordnung der endlich vielen vergangenen Ereignisse, d. h. der punktartigen Elemente der
Welt als 'Raum‘, "Zeit‘ oder "Materie‘ erscheinen [soll]" [1].

Definition 2.8 (Finiter projektiver Raum [5]). Ein projektiver Raum P = (X, £,Z) heiftt
finit, wenn seine Punktmenge X eine endliche Anzahl von Elementen hat.

Es sei noch bemerkt, dass Geometrien, die pappossch sind, d.h. dass der Satz von Pappos
(vgl. |5] S.60) auf ihnen gilt, iiber Kérpern koordinatisiert werden konnen. Somit hétte man
statt einem Schiefkdrper auch die reellen Zahlen wahlen kénnen, um den projektiven Raum
zu koordinatisieren, jedoch wiére dies nicht im Sinne dieser Arbeit gewesen. Insbesondere
da dann weitere Axiome bzw. ein ganzes Axiomensystem notig gewesen wéren, wie zum
Beispiel Hilberts-Anordnungsaxiome (vgl. [9] S. 66 bis 67), die fiir endliche Korper nicht
gelten, da sie zyklisch sind. An dieser Stelle wird somit ersichtlich, dass die finite projektive
Geometrie eine minimale Biihne bietet, auf der gearbeitet werden soll (vgl. [10]).

2.2. Analytischer Zugang
Es sollen also finite Korper sein, auf denen innerhalb dieser Arbeit operiert wird. Somit
lohnt es sich an dieser Stelle ausgewihlte Eigenschaften dieser festzuhalten.

Theorem 2.1 (Fakten endlicher Korper).
Sei K ein endlicher Kérper, p € P und n € N\ {0} dann gilt?}

o | K|=p" (vgl. Kapitel 4 in [11]).

Dieser Korper ist dann bis auf Isomorphie eindeutig. Somit wird er als IK,» notiert.

o (Vn) K- : KorpererweiterungPlvon Z/pZ (vgl. Proposition 5.10 in [11]).
Da |Z/pZ| = p ist, wird dieser als K, notiert[] (vgl. Korollar 1.12 in [11]).
e Die Charakteristik’lchar(Ky») = p (Vn) (vel. [12]).

Im Folgenden soll der endlichen Kérper K, = {—%(p —1),...,0,..., %(p — 1)} der Einfach-
heit halber benutzt werden. Jedoch sollte man im Hinterkopf behalten, dass falls notig, hier
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noch ein gewisser Spielraum hinsichtlich der Koérpererweiterung (n > 1) besteht. Da K,
nach {Theorem 2.1|ein Korper ist, ist K¢ := {(xo, ..., 2q) | 2; € K;)} ein K4*!-Vektorraum,
da er die entsprechenden Eigenschaften erfiillt (vgl. [§]).

Seine Elemente werden mit z notiert.

Definition 2.9 (Aquivalenzrelation [4]).
Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation ~ C M x M auf einer Menge M, welche folgende
Eigenschaften hat:

(r) (reflexiv) (Ve e M) T~
(s) (symmetrisch) (Vz,y € M) r~y =1y~ xund
(t) (transitiv) Va,y,ze M) [x~yAy~z]=x~2

Definition 2.10 (Aquivalenzklasse [4]).
Sei M eine Menge. Eine Aquivalenzklasse ist die Teilmenge:

(] ={ye M|y~ az} C M aller zu x € M &quivalenten Elemente.

Korollar 2.1. Sei M eine Menge und sei M/~ := {[z] [z € M} die Menge aller Aquiva-
lenzklassen, dann gilt fiir die Aquivalenzklassen [al, [b] C M/~:

[a] = o] We=® an~b (Beweis: vgl. |4]).

Korollar 2.2. Die Zusammenfassung dquivalenter Elemente in Aquivalenzklassen induziert
eine Zerlegung der Menge M iiber der die Aquivalenzrelation definiert ist, sodass gilt:

(21) (V[z] e M/~) o] #{}
(22) (V[z], [yl € M/~) 2] # [y] = [2] N [y] = {}
(Z3) UM/~=M (Beweis: vgl. |4]).

D.h. die Aquivalenzrelation teilt M restlos in disjunkte Aquivalenzklassen auf.

Wendet man nun die [Definition [2.9 und [2.10| auf den (d + 1)-dimensionalen Vektorraum
Ka+! an, so ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.11 (Koordinatisierter finiter projektiver Raum [6] & [14]).
Sei eine Aquivalenzrelation ~ auf ]K]j‘fJrl derart gegeben, sodass gilt:

e z~y<= (AN K,\{0}) z= Ay, dann ist
o PK = (KFH\{0})/ ~ = {[z] [z € KF*'} \ {0}

ein koordinatisierter finiter projektiver Raum.

2Mit P ist die Menge der Primzahlen gemeint und mit IN die Menge der natiirlichen Zahlen.

3Die jeweiligen Korper K,» haben fiir n > 2 nichts mit den jeweiligen Restklassenringen zu tun (vgl.
[13]) und damit muss dann eine "neue" Multiplikation konstruiert werden, dhnlich wie es bei den
Quaternionen der Fall ist (vgl. [6]).

4Mit Z/pZ =: K, ist ein Restklassenring gemeint, der fiir p € PP ein Kérper ist und auch als Restklassen-
kérper modulo p bezeichnet wird.

®Mit Charakteristik eines Korpers ist die kleinste natiirlich Zahl n > 0 gemeint,
firdien-1:=1+1+4...+1=0 gilt.
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Korollar 2.3 (Koordinatisierter finiter projektiver Raum [5]).

Den so definierten Raum als finiten projektiven zu bezeichnen ist sinnvoll, da wenn man:
seine Elemente als Punkte auffasst, welche 1-dimensionale Unterrdume von ]K;fJrl sind,
seine Linien entsprechend als 2-dimensionale Unterrdume von ]K;frl und
die Inzidenz von P]Kg als mengentheoretisches Enthaltensein,

so kann man zeigen, dass fiir (d+1) > 3 der P]Kg ein nicht ausgearteter projektiver Raum
ist, im Sinne der [Axiome (PR1), (PR2) und (PR3)| Aufierdem gilt in ihm der Satz von
Desargues, da dieser projektive Raum iiber dem Vektorraum ]K;f+1 konstruiert wurde und
dieser wiederum {iiber einem Schiefkérper IK,, welcher, weil er endlich ist, ein Korper ist.
Weiter zeigt man, dass dim(P]Kg) = d ist (Beweise: vgl. [5] S.54, S.58 & S.55).

Der finite projektive Raum P]Kg ist also die Menge aller Aquivalenzklassen und nach

kann jede Aquivalenzklasse [z] € PKZ durch ein beliebiges Element z € [z]
aus dieser eindeutig bestimmt, also reprisentiert werden (vgl. [4]).

Definition 2.12 (Repréasentantensystem [4]). Ein Reprasentantensystem ist die Teilmenge:
R:= {f| (V[z] € PlK;f)(EI!f € ]KZH) r~zxé€lz] e PlKg} C ]Kg“.
D.h. R enthilt aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element.

Definition 2.13 (homogene Koordinaten). Sei r € R ein Repriisentant der Aquivalenz-

klasse [r]. Weiter sei r = A - z. Dann folgt mit dass:

[z] = [r]
[z] = [A - z]
{(330, 7$d)T] = [()\33'0, ) )\xd)T]
Fasst man nun [z, ..., 74]7 als homogene Koordinaten des Punktes [z] € P]Kg auf, so gilt:
[0, ..y za]” = X+ [0, ..., 2]
T=A-2. (2.1)

Diese Aussage scheint zunéchst unsinnig, jedoch ist mit:
&= [xg,...,zd)" € PK! = {[(z0,....2a)"] | (0, ... za)" € KIT\ {0O}}  (22)

gemeint, dass fiir einen Punkt des P]Kg homogene Koordinaten gewéhlt wurden. Denn
sowohl mit & = [xg, ..., z4]" ldsst sich die Aquivalenzklasse [z] eindeutig bestimmen, als
auch mit \- 2 = [Axg, ..., Azg]” =: [ro, ..., 7] =: 7 lisst sich die Aquivalenzklasse [r] = [z]
eindeutig bestimmen, da r = X\ - x ist.

Mit der Angabe von homogenen Koordinaten & = [z, ..., z4]” ldsst sich also genau ein
Punkt des finiten projektiven Raums identifizieren. Somit lasst er sich umformulieren zu:

d d
PK! = U UKD = U {[20s s Tn1, L, Oty oo, 0g) T | 7 € K} (2.3)
n=0 n=0
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Der P]Kd ist als Vereinigung von disjunkt liegenden n-dimensonalen affinen Unterraumerﬁ
UK} vom zugrundeliegenden Vektorraum ]K"“rl auffassbar (vgl. [@] S. 32 & . | S. 2).

Beispiel 2.2. Speziell fiir (d + 1) = 3 ergeben sich:
o UKY = {[1,0,0]"} =0+ éy = ein Punkt .
° U]K;: = {[%7 LOJ" |z € ]Kp} = U, + é; = eine Linie|él und

o UKZ = {[wg,1,1]" |z; € K,} = Uy + & = eine Fliche], .

Abbildung 1: In |Abb. |1[ sind die Punkte des K3 in blau aufgetragen. In [Abb. [112] sind

drei Aquivalenzklassen nach [Definition [2.11{ mit durchgezogenen roten Linien angedeutet m
3| zeigt die nach |Gleichung (12.3)| gewdhlte Konvention, wobei drei Reprasentanten der drei
Aqulvalenzklassen aus [Abb. [112] beispielhaft in rot eingezeichnet sind. Dabei wurden ihnen
normierte homogene Koordinaten entsprechend nach |Gleichung ([2.3))| zugewiesen. zeigt
eine alternative Konvention. In Abb. |Abb. |1[5| sind Punkte des ]Kg aufgetragen, welche nach Wahl
der homogenen Koordinaten nach [Gleichung (2.3)]in [Abb.[I[6] (rote Punkte) iibergehen. In[Abb.[I[6]
sind mit griinen Linien Zentralprojektionen angedeutet, welche die gewéhlten Repréasentanten (rote
Punkte) nach |Gleichung (2.1)| auf ein anderes Element innerhalb der jeweiligen Aquivalenzklasse
iiberfithren. Quelle: Selbst angefertigt mit PowerPoint.

Dabei ist die Darstellung der Réaume in mit Vorsicht zu geniefsen, denn mit
é; = [0g,...0;_1,1;,0;11, ..., 047 ist zwar die kanonische Basis gemeint, allerdings wurde
im bisherigen mathematischen Konstrukt keine Metrik definiert oder induziert und somit
auch insbesondere keine Langen- oder Winkelmessung. Deshalb sind die Absténde der
Punkte zueinander noch nicht existent. Den Punkten & = [z, ..., z4)" € PKZ? wurden
lediglich Zahlen-Tupel zugewiesen, um sie iiber eine wohldefinierte Art und Weise zu

6Ein affiner Unterraum ist eine Teilmenge, hier UK}, des zugrundeliegenden Vektorraums, hier ]Kg+1 die
sich aus einem Untervektorraum, hier U, und emem Stiitzvektor, hier é,,, zusammensetzt (vgl. .
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identifizieren. Weiter wurde mit der Aquivalenzrelation in [Definition [2.11] festgelegt, dass
aus einem Représentant die entsprechend anderen Elemente der Aquivalenzklasse aus
ihm hervorgehen, durch skalare Multiplikation mit einem A € KK,. Somit sollte man im
Hinterkopf behalten, dass die griinen Punkte in und somit ihre normierten
Représentanten, die roten Punkte in , durch Zentralprojektion (mit gestrichelten
griinen Linien angedeutet) in nicht normierte homogene Koordinaten, die griinen Punkte

in [Abb. 116 iiberfiihrt werden.

Auferdem ist in [AbD.TIIG erkennbar, dass die 1-dimensionalen Unterrdume des K¢t Zj—
Vektorraums, also diejenigen Aquivalenzklassen, die durch homogene Koordinaten der

Form [zg, 71, 1]7 reprisentiert werden, Punkte auf der affinen Ebene U]Kgﬁi festlegen.

Dabei durchstoken diese speziellen Aquivalenzklassen diese affine Ebene. Dieser Vorgang
verhélt sich fiir hohere Dimensionen analog. Denn diejenigen 1-dimensionalen Unterrdume,
die mit homogenen Koordinaten der Form [z, 21, ..., x4 = 1]7 verkniipft sind, legen Punkte
auf der affinen Hyperebene U ]Kg fest. Versucht man sich dies geometrisch vorzustellen, so
stokt man sicherlich an seine Grenzen fiir Dimensionen (d + 1) > 3, jedoch kann man sich
folgenden Gedankengang zu nutze machen, um auf héhere Dimensionen qualitativ plausibel
zu extrapolieren. Man stelle sich einen Wiirfel vor, der von einer Linie durchstofsen wird.
Im geometrischen Denken des Alltags kommt man dann zu einer Linie, die den Wiirfel
durchzieht und nicht zu einem ausgezeichneten Punkt innerhalb des Wiirfels. Jedoch hat
man bei einem solchen Gedankengang analog zu folgendem Beispiel gedacht und zwar, dass
man eine Linie in eine Ebene legt, auf der man Durchstofspunkte erhalten méchte. Dann
ist es nicht verwunderlich, dass man statt Punkten, eine Linie erhalt. Somit sollte man
es sich so vorstellen, dass man aus der Dimension (d + 1) mit einer Linie kommt und die
Dimension d durchstofit. Denn dann wird i.d.T. von einer Linie der dazu korrespondierende
ausgezeichnete Durchstofspunkt festgelegt. Damit kann man folgende Klassifizierung von
Punkten, bzw. 1-dimensionalen Unterrdume des ]K;“rl also Aquivalenzklassen, des finiten
projektiven Raums P]Kg treffen.

Definition 2.14. (Punkte im Unendlichen) Sei # € PKY, dann heifen Punkte der Form:
o =[xy, 71,...,74 = 1]7 reguliire Punkte und
e @ =[x, 71, ...,24 = 0]7 Punkte im Unendlichen, bzw. Fernpunkte.

Die regularen Punkte, also diejenigen die die affine Hyperebene U ]Kz festlegen, legen somit
den d-dimensionalen Anschauungsraum UK? fest, der in einem (d + 1)-dimensionalen
Vektorraum ]Kg+1 eingebettet ist. Dabei gibt es neben den regulidren Punkten weitere
Punkte im Unendlichen, deren Hinzunahme zum U]Kg innerhalb des ]K;‘EJrl auch als der
projektive Abschluss bezeichnet wird und zum P]KZ fithrt, im Sinne sodass gilt:

d __ d 00 :
UK = PK; \ H™, wobei (2.4)
H> :={& € PK{|zq =0} ist.

Mit dieser Betrachtungsweise ist es moglich, die Gleichwertigkeit der beiden Zugénge,

axiomatischer und analytischer, in zu visualisieren. Denn in links

ist die projektive Geometrie eingebettet als eine affine Ebene in einem Vektorraum mit
ihren Fernpunkten dargestellt. In rechts, ist die gleiche projektive Geometrie,

reprasentiert durch Punkte und Linien, zu sehen (vgl. [14]).



2.2. Analytischer Zugang

Abbildung 2: Links: Der projektive Raum PIK3 eingebettet im K3-Vektorraum. Rechts: Die
gleiche projektive Geometrie reprisentiert durch Punkte und Linien. Quelle: [14]

Da die affine Hyperebene Z/{]Kjf durch die reguldaren Punkte festgelegt wird, ist noch
folgendes Theorem erwéhnenswert.

Theorem 2.2 (Affine Koordinaten [16]). Die Funktion:
k:PKE— UKD : & = [z, ..., 24-1, 7 = 1] = (20, ... ,2q-1)" ist eine Bijektion.

Elemente aus UIK{ werden als Z notiert, sodass & = [7,1]" geschrieben werden kann.



2. Finiter projektiver Raum

2.3. Projektive Quadrik

In dieser Arbeit wird tiber dem endlichen Korper K, gearbeitet und da dieser zyklisch ist,
lasst er sich nicht anordnen. Somit ist auch kein Abstandsbegriff im herkémmlichen Sinne
moglich, da keine Metrik induzierbar ist. Dieses Problem wird behoben, indem lokal der
Abstand eines Punktes zu seinen Nachbarn definiert wird. Dabei legt man eine Linie durch
den ausgewahlten Punkt und fasst den Schnitt der Linie mit der Quadrik als Einheitsab-
stand auf. Die Quadrik ist dabei der Kern, also die Nullstellenmenge einer quadratischen
Form. Diese Idee stammt von Mecke und soll zunéchst geometrisch veranschaulicht werden,
bevor sie mathematisch prézisiert wird. Dazu betrachte man die [Abbildung 3/ 1l In dieser
sind zwei Quadriken abgebildet. Die rote unterliegt der Gleichung 0 = —x2 + 22 + x3 und
die blaue der Gleichung 0 = —z2 + z? — 2. Beide Quadriken sind kontinuierlich dargestellt
und mit K, als zugrundeliegenden Korper diirfte man nur die diskreten Punkte plotten,
die die Gleichungen erfiillen, weswegen die Abbildung nur illustrativen Zwecken dienen
soll. Mit ihr wird ersichtlich, dass eine Quadrik mit der Minkowski-Signatur (—,+, ..., +)
nur Einheitsabstinde entlang einer Vorwérts- und Riickwartsrichtung festlegt. Um auch
in der zweiten Dimension der affinen Ebene entsprechend Einheitsabsténde festzulegen,
braucht es die zweite, die blaue Quadrik. Es ist also eine Biquadrik als Analogen zum
Metrischentensor der ART nétig, um Einheitslingen um einen ausgewéhlten Punkt zu
definieren.

Abbildung 3: Der rote Kegel stellt die Losungsmenge der Gleichung 0 = —a:%—k:c%—i—x% (I)
iiber - aus illustrativen Zwecken - den reellen Zahlen dar und der blaue Kegel stellt entsprechend
die Losungsmenge der Gleichung 0 = —z2 + 2?7 — 23 (II) dar. Weiter ist mit schwarzen Punkten
der PK3 dargestellt. Der Schnitt der Lésungsmenge der Gleichungen (I) & (II) (rote und blaue
Kegel) mit der Ebene, also dem UIK3 legt Einheitslingen bzgl. dem Center (schwarzer Punkt auf
der zo-Achse) fest und ist mit Hyperbelpaaren, in orange und violett angedeutet. Quelle: Selbst
angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra. Simulation der Biquadrik mit Minkowski-
Signatur (Gleichungen (I) & (IT)) mit Hilfe einer Z-Néherung fiir p = 11251 (vgl. Quelle: [17]).

Um eine solche Biquadrik zu konstruieren, sind die nachfolgenden Definitionen notig. Diese
Definitionen iibertragen in gewisser Weise das Skalarprodukt iiber den reellen Zahlen auf
beliebige Korper (vgl. [18]). Diese Definitionen lassen sich auch allgemeiner formulieren,
jedoch werden sie hier auf die bisher eingefithrten mathematischen Strukturen spezifiziert.
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2.3. Projektive Quadrik

Sei char(IK,) # 2 und es werde die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.

Definition 2.15 (Symmetrische Bilinearform [18]). Eine symmetrische Bilinearform auf
dem Vektorraum ]K;‘f+1 tiber dem Korper K, ist eine Abbildung:

b: K x Kot — K, mit den Eigenschaften (Vz;, y, € KIt)(V A € K,):
b(Mzy + Aoy, y,) = Aib(zy 5 y) + Aob(zy, ),
b(zy, My, + A2y,) = Mib(zy, y,) + A2b(zy , y,) und
bz, y,) =0y, zy)
Korollar 2.4 (Symmetrische Darstellungsmatrix [18]).
Sei (2;), (i) € K" und {g } eine Basis von Kj ™, dann ist:
b(xigi, ngj) = 1;QijY;-
Es existiert also eine bijektive Korrespondenz zwischen einer symmetrischen Bilinearform

b und einer symmetrischen Matriz'| (Q;;) € M (n x n, K,).

Definition 2.16 (Quadratische Form [18]). Sei b eine symmetrische Bilinearform und
(Q;;) die zugehorige symmetrische Darstellungsmatrix, so kann man ihr eine quadratische
Form ¢ auf K¢*! zuordnen:

qp : ]KgJrl — K, : 2+ b(z, z), mit:
w(Az) = bz, M) = N (Qux? + 2Q; i<jmix;) = Nqp(x).

Man betrachte ab hier quadratische Formen ¢ fiir die gilt, dass g(z) = 0 ist. Dann ist aber
auch ¢(Az) =0 (VA € K,). Damit ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.17 (Projektive Quadrik (vgl. [5] S. 159)). Eine projektive Quadrik ist die
Menge:

Q= {jc € P]Kg lq(z) = #TQ7 = } mit der quadratischen For
q:PK! — K, : & — (&) = 7z und der projektiven Darstellungsmatrixﬂ

Qe PR .= ]KI(,dH)X(dH)/ ~AQ=0T A rang(Q) = (d+1).

Die Symmetrie und den maximalen Rang der projektiven Darstellungsmatrix zu fordern
stellt sicher, dass eine projektive Quadrik @ von genau einer Darstellungsmatrix Q bestimmt
wird und somit nicht zwei verschiedene Matrizen Ql, Qg € P]KdXd existieren, die auf die
gleichen Quadriken @ = Q) fithren (Beweis: vgl. [19] S. 14 & 15) Somit kann man ab
sofort die Begriffe Quadrik und projektive Darstellungsmatrix, durch die die Quadrik
eindeutig bestimmt wird, als dquivalent ansehen und es wird je nach Kontext auf die
ausfithrliche Bezeichnung verzichtet.

"Das Charakteristikum einer symmetrischen Matrix Q ist Q@ = Q7 also das sie gleich ihrem transponierten
ist. Mit M(n x n,XK,) ist die Menge aller (n x n)-Matrizen mit Eintrégen aus K, gemeint.

8Die auf den finiten projektiven Raum anzuwenden ist zuliissig, da mit [Gleichung ([2.3))

ein Koordinatensystem fiir ihn gewéhlt wurde.

9Der Raum der projektiven Matrizen ist analog zu [Gleichung |u zu sehen.
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2. Finiter projektiver Raum

Die Darstellungsmatrix ) héngt natiirlich von der Wahl der Basis ab. Denn dazu bemerkt
man zundchst, dass symmetrische Matrizen iiber einem Korper K diagonalisierbar sind
(vgl. [18]). Weiter lasst sich nach dem Tragheitssatz von Sylvester eine symmetrische
Darstellungsmatrix einer symmetrische Bilinearform auf dem R4 durch Basiswechsel auf
die diagonal Form D, ; = diag(—1,,1,,0 - L(411)—(r+s)) tiberfithren (vgl. [20] S. 3). Weiter
ist eine symmetrische Bilinearform nicht ausgeartet genau dann, wenn ihre symmetrische
Darstellungsmatrix maximalen Rang hat (vgl. [20] S. 2) und genau dann, wenn ihr Rang
maximal ist, ist 0 kein Eigenwert der Matrix (vgl. [21] S. 388). Somit ist die zugehorige
symmetrische Darstellungsmatrix von vollem Rang durch Basiswechsel auf:

D, = diag(alg, 1,), (2.6)
mita=—-1<K=Rund (d+1)=r+s

tiberfithrbar. Die Signatur, also das Tupel (r, s) ist eine Invariante unter dem Basiswechsel,
sofern der zugrundeliegende Kérper der Reelle ist (vgl. [19] S. 33).

Das die Form in |Gleichung ([2.6))| auch tiber finiten Korpern i.d.T. erreichbar ist, liefst
man auf den Seiten 33 bis 37 in [19] nach. Weiter stellt man fest, dass in finiten Kérpern
Va € K,)3z,y € K,) 2*+y*> = o' gilt (vgl. Satz 3.8 in [19]). D.h. mittels einer
Transformationsmatrix der Grofe 2 x 2 lassen sich je zwei Nichtquadratzahlen « in Einsen
transformieren (vgl. Gleichung 3.45 in [19]). Somit ergibt sich folgendes Theorem, wenn
man mehrere solche 2 x 2-Matrizen zu einer Transformationsmatrix entsprechender Grofe
zusammenfasst.

Theorem 2.3 (Darstellungsmatrizen im finiten projektiven Raum (vgl. [19] S. 39)).
Sei Q € P]KdXd eine projektive Darstellungsmatrix. Dann ldsst sich Q durch geeignete
Wahl einer Bas1s auf die Form:

(Q =144y vV Q = [diag(ar, 1,)]) <= d : ungerade V
V Q= [l441] < d: gerade

bringen. Der Fall d : ungerade ergibt sich, da die Untertransformationsmatrizen eine gerade
Groke (2 x 2) haben und es dann auf die Kombination von 7 und s ankommt, also ob s in
|Gleichung ([2.6])| gerade oder ungerade ist. Denn wenn s gerade ist, lassen sich alle o auf
der Diagonalen auf eine Eins iiberfiihren ansonsten bleibt ein « iibrig. Im Fall d : gerade
nehme man zuniichst s : gerade an, dann folgt automatisch, dass Q = [1444] ist. Falls nun
s : ungerade ist, dann ist 7 : gerade, weil (d + 1) : ungerade ist, da d : gerade ist. Nun
invertiere man die Untertransformationsmatrizen und konstruiere damit eine entsprechend
grofe Transformationsmatrix mit der man [diag(als, 1,)] in [diag(als, al,)] = a[l441]
tiberfithrt. Weiter nutzt man |Gleichung (2.1 aus und erhélt a[lgy1] = [Laq]-

Wie zu Beginn dieses Unterabschnitts geometrisch erldutert, ist eine Biquadrik sinnvoll.

Definition 2.18 ((Projektive) Biquadrik [6] & [17]).
Eine (projektive) Biquadrik zu einem Center ¢; € PK¢ ist die Menge:

Q*|, = {# € PRLITQ, = 0V i7Q|, & = 0}, sodass
(&) =& Ae (YiePKY (&) NQT], |+ (&) NQ|, | =2, wobei & ¢ QF|, ist

D.h. das eine jede Linie durch das Center der Biquadrik die Biquadrik genau zwei Mal
schneidet. Damit wird sichergestellt, dass entlang einer beliebig orientierten Linie durch das

12



2.3. Projektive Quadrik

Center, zwei Einheitslangen lokal in Vorwérts- und Riickwartsrichtung bzgl. des Centers
definiert werden. Man vergleiche dazu in der dieser Sachverhalt veranschaulicht

wird und ebenso in der illustrativen [Abbildung 3] Allerdings wird in auch

ersichtlich, dass es zwei Linien durch das Center gibt, die die Quadriken tangieren. Dies
ist eine Besonderheit der Minkowski-Signatur einer Biquadrik auf welche in

eingegangen wird.

Abbildung 4: Links: Die affine Ebene UIK% und eine Quadrik in rot. Rechts die gleiche Ebene
mit einer Biquadrik in rot und blau, sodass jede Linie durch das Center zwei Schnitte mit der
Biquadrik besitzt. Die Quadriken sind gestrichelt angedeutet, da sie selbst nur aus diskreten
Punkten iiber einem endlichen Kérper K3 bestehen. Quelle: [6]

Mit [Definition 2.18] und mit lasst sich die Biquadrik im Standardcenter
¢ =1[0,1]" angeben zu:
. . 0,
QF =G = | ' | € PR wobei (2.7)
0 +g%

ng := diag(—1g, 1y, ..., 14_1) ist.

In |Gleichung ([2.7))[ 74 zu wéhlen lasst sich wie folgt rechtfertigen. Falls d : gerade, dann
sind alle Quadriken auf Einheitsmatrizen iiberfithrbar und somit ist dann 7, eine spezielle
Konvention. Falls d : ungerade, dann landet man entweder wieder im Fall der speziellen
Konvention, oder man erhélt den Fall in dem ein « gleich —1 bleibt. Dabei darf —1
keine Quadratzahl sein, damit das Transformieren der a, wie zu erlautert,
funktioniert. Des weiteren wird in aufgezeigt, dass 7y eine natiirliche Wahl ist,
wenn man eine flache Raumzeit im finiten Projektiven modellieren mochte. Weiter sind +¢2
Skalierungsfaktoren, die die Quadriken in aufbldhen oder sich zusammenziehen
lassen wiirde. Dabei kann man g3 stets auf 1 normieren und deshalb definiert man den
raumlichen Skalierungsfaktor g := ¢ /g%, der sich dann mit g5 =1 als g = g* ausdriicken
lisst (vgl. [14]). Dabei muss aber —g* eine Nichtquadratzahl sein. Dies ist gewihrleistet,
wenn nur finite Korper K, betrachtetet werden, bei denen p = 3 mod 4 ist, damit —1 keine
Quadratzahl ist. Denn dann ist auch das Produkt —g? eine Nichtquadratzahl, denn das
Produkt aus einer Quadratzahl und einer Nichtquadratzahl ist in jedem Korper stets eine
Nichtquadratzahl (vgl. [19] S. 36). Mit der Wahl g3 = 1 normiert man also die Zeiteinheit
auf eins und behélt sich mit g = g% /g3 = g2 die Freiheit, die Zeiteinheit und Léngeneinheit
entsprechend in Bezug zu einander zu setzten. Dies wird ersichtlicher, mit dem Lesen des
néchsten Absatzes und der zu ihm gehorigen [Rechnung [A. 1] im Anhang.
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2. Finiter projektiver Raum

Mit und dem =+ im (d + 1,d + 1)-ten-Eintrag der Matrix in |Gleichung ([2.7)),
also dem "Bi" in Biquadrik kann man formulieren, dass das 4+ der ausschlaggebende
Punkt ist, warum zwei Eichhyperbelpaare in auf der affinen Ebene UIKY|7=3
entstehen. Anschlieffend konnte man behaupten, wenn man nun eine Dimension héher geht,
dass eine Triquadrik notig ware, um ein drittes Eichhyperbelpaar im Z/{]Kf2 zu erhalten.
Jedoch ist ein Spezialfall, indem sich das + in der Biquadrik nur als ein
Drehen der einen Quadrik um die x5-Achse dufert. Denn in hohereren Dimensionen zeigt
sich, dass eine Quadrik der Biquadrik entlang einer Linie lokal Léngen festlegt und die
andere Quadrik fiir die restlichen Linien zusténdig ist, die erforderlich sind um auf eine
entsprechende Anzahl von Linien zu kommen, die einen entsprechend dimensionalen Raum
"aufspannen" (vgl. dazu [Rechnung[A.1{im Anhang).

Bislang wurde die Biquadrik lokal fiir einen Punkt im finiten projektiven Raum konstruiert.
Der néchste Schritt ist, jeden Punkt des Raums mit einer Biquadrik auszustatten.

Definition 2.19 (Biquadrik-Feld).
Sei Q* ‘C eine Biquadrik zu ihrem Center ¢; € P]Kg, dann ist ein Biquadrik-Feld die Menge:

Or = {Qﬂéi | (Vér, 6 € PKY) & eQF|, <=é € Qﬂég}.

Die Bedingung welcher die Biquadriken - die das Feld bilden - unterworfen werden, wird
symmetrische Nachbarschaftsrelation genannt. Sie besagt, dass fiir alle Punkte des finiten
projektiven Raumes Folgendes gelten soll: Wenn ¢, € Qi{é sein soll, dann wird zwischen
dem Center ¢; und seinem Nachbarn ¢, eine Einheitsldnge festgelegt und wenn weiter ¢; €
Qi‘é sein soll, dann wird die gleiche Einheitslénge vom anderen Center ¢, aus zu dessen
Nachbarn ¢ festgelegt. Sie sorgt also dafiir, dass Biquadriken zu einzelnen Punkten zu
einem Feld gekoppelt werden. Setzt man nun die Quadrik QFf im Standardcenter ¢ = [0,1]7
an, welche Einheitsldngen symmetrisch entlang einer Linie bzgl. ihrem Center festlegt
(vgl. Rechnung [A.1lim Anhang) und benutzt von dort aus entlang jeder nétigen Linie -
um einen Raum entsprechender Dimension "aufzuspannen"- sukzessive die symmetrische
Nachbarschaftsrelation, so wird ein Inertialsystem mit Minkowski-Signatur entstehen.
Weiter stellt man sich die Frage, wie dann die ART im finiten projektiven konstruiert
werden soll, denn dann diirfte eine Quadrik die Absténde in jeweiliger Vorwérts- und
Riickwértsrichtung auf keinen Fall symmetrisch bzgl. dem jeweilig betrachteten Raumpunkt
festlegen. Mit wird ersichtlich, wie das vermeintliche Problem gelost wird.

Bislang wurde die Biquadrik im Standardcenter ¢ = [0,1]7 in |Gleichung (2.7)| definiert
und dariiber hinaus wurden alle Punkte des Raumes mit einer Biquadrik ausgestattet.
Somit stellt sich nun die Frage, wie erhdlt man die Quadrik im jeweiligen Punkt.

2.4. Projektivitaten

Um nun von Qg auf Quadriken in einem anderen Punkt zu schliefien, ist eine entspre-
chende Abbildung nétig, die im allgemeinsten Fall die Punktabhéngigkeit von QF liefert.
Umgekehrt muss man auch aus der Quadrik in einem Punkt des P]Kg wieder auf die des
Standardcenters zuriick schliefen kdnnen. Sonst ware ein bestimmter Punkt ausgezeichnet
und man konnte nicht in irgendeinem Punkt diesen als Standardcenter erkldren und dort
sein lokales Inertialsystem ausrufen. D.h. es ist eine Abbildung nétig, die bijektiv auf dem
PKY operiert.
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2.4. Projektivitaten

Definition 2.20 (Projektivitdt [19]). Eine Projektivitét ist eine bijektive Abbildung:
. P d
7 : PK; — PKj,
welche physikalisch relevante Konstruktionen kovariant lisst und sich als reguliire Matriq™|
P e PGL(d,K,) :=GL(d+1,K,)/I(d + 1,KK,) =

) T (2.8)
:{Pe GL(d+1,]Kp)|PE)\P}

(vgl. [22]) in der Abbildungsvorschrift
i— () = Pi
auBert. Damit kann nun das Transformationsverhalten eines Punktes definiert werden.

Definition 2.21 (Transformationsverhalten eines Punktes und der Biquadrik [6]).
Sei T € P]Kg dann transformiert er sich unter einer Projektivitat P & P]Kng AVE

i = Pz (2.9)

Damit folgt das Transformationsverhalten einer Quadrik, wenn man zunéchst eine Quadrik
zu einem beliebigen Center betrachtet:

/\T/\:t/\
0=z"Q"z,

anschliefsend zu einem beliebigen anderen Center:

T
— (PG (P) =
— .fi'TpTQAi/Pi
und diese miteinander vergleicht:
Q' = PTQ*pP . (2.10)

Dabei wurde mit dem Vergleich gefordert, dass sich die Quadrik in Analogie zum Transfor-
mationsverhalten von Tensoren aus der ART zu transformieren hat (7 Q%% = #TQ* ).

Falls die Physik, die im finiten projektiven Raum modelliert werden soll, es erfordert,
dass sich aus der Quadrik Q(jf eine punktabhédngige Quadrik Q*(2) ergibt, so wird diese
Abhéngigkeit durch eine entsprechende Projektivitat P(z) eingebaut, sodass sich:

Q*(2) =P T (2)QF P (2)

ergibt. Da in dieser Arbeit nicht die ART behandelt wird, kann man sich auf Projektivitdten

10Vgl. [19] & |22] zu: Dabei ist PGL(d, K,) die Gruppe der Automorphismen und wird als projektive
allgemeine lineare Gruppe iiber dem endlichen Koérper K, bezeichnet, wobei GL(d + 1,K,) die
allgemeine lineare Gruppe ist und I(d + 1,K,) = {May1| A € K, }. Projektivititen aus PGL(d, K,)
sind mit Invarianzen verbunden, weshalb man die Gruppe auch als Symmetriegruppe des projektiven
Raums bezeichnet. Sie hat (d + 1)2 — 1 Generatoren. Mit Generator ist dabei eine Transformation
gemeint, die auf eine Erhaltungsgrofe fiihrt.
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2. Finiter projektiver Raum

beschréinken, die aus der Untergruppd '}
PO, K,) := {O e PGL(d,K,) | OTQEO = Qgt} (2.11)

der projektiven allgemeinen linearen Gruppe zu entnehmen sind (vgl. [22]). Diese lassen
dabei die Quadrik mit der Minkowski-Signatur invariant, was fiir das Relativitatsprinzip
erforderlich ist. Soll aufserdem auch das Center einer Quadrik invariant bleiben, so gelangt
man zu einer UntergruppeF_Z] mit weiter eingeschrinkten Symmetrien:

L(d,K,) = {A e PO(d, K,) | Aé; = c} , (2.12)

welche fiir das Prinzip der speziellen Relativitiatstheorie (SRT) entsprechende Kovarianz
liefert (vgl. |22]). Denn wiirden Projektivitdten der L(d,IK,) das jeweilige Center nicht
invariant lassen, so wiirden die Absténde in Vorwérts- und Riickwértsrichtung bzgl. dem
betrachteten Center nicht symmetrisch festgelegt werden, was sich in als
eine Beschleunigung herausstellen wird. Die L(d, K,) operiert dabei nur auf der affinen
Hyperebene Z/{]Kg, denn ihre Projektivitdten nehmen im kanonischen Koordinatensystem,
welches in [Gleichung (2.3)| fiir diese Arbeit gewéhlt wurde, die Form:

~

A= [dlag(Ad, 1)], mit AdndAd = MNd (213)

an (vgl. [22]). Eine weitere Gruppe, deren Elemente nur auf der affinen Hyperebene UK
als Translationen operieren, ist die:

. . 1, s sqlly 848
T(d,K,) = { T € PGL(d,K,) | T = | ¢ "sst] = |71 5] o (2.14)

—

0r 1 07 S4

welche die fundamentale Symmetriegruppe der flachen Raumzeit ist (vgl. [22]) . Kombiniert
man nun die Lorentz-Gruppe L(d, K,) und die Translationsgruppe 7'(d, ;) mit Hilfe des
semidirekten Produktes, so erhilt man die Poincaré-Gruppd™}

P(d,K,) :=T(d,K,) x L(d, K,) =

Ag 5 (2.15)

={I= ) € PGL(d,K,) | Ag € L(d,K,) 3,
07 1

welche eine Untergruppe der allgemeinen affinen Gruppe:

A(d K,) :==UK? x GL(d,K,) =

- |Gy 5y (2.16)
= A= o € PGL(d,K,) |Gy € GL(d, K,)
0r 1

ist (vgl. [22]). Diese operiert dabei als Automorphismus auf der affinen Hyperebene Z/IK¢.
Nachdem nun bekannt ist, wie man von einer Quadrik zu einem Center auf die Quadrik
zu einem anderen Center schliefen kann, sollen die Newtonsche Gesetze in der Sprache
der finiten projektiven Geometrie formuliert werden.

"Die PO(d, K,) ist die projektive Orthogonale Gruppe und besitzt d(d + 1)/2 Generatoren (vgl. [22]).
12Die L(d, K,) wird als Lorentz-Gruppe bezeichnet und besitzt d(d — 1)/2 Generatoren (vgl. [22]).
13Die (projektive) Poincaré-Gruppe hat d(d + 1)/2 Generatoren (vgl. |22]).
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3. Newtonsche Gesetze im finiten projektiven Raum

Dazu muss zunéachst die projektive Trajektorie eines punktartigen Teilchens definiert
werden. Doch zuvor muss man das bisherige mathematische Konstrukt in Bezug zur Physik
setzten. Dazu betrachte man zunéchst die ersten drei Axiome des finiten Weltmodells von
Mecke (vgl. |23]):

(FW1) Es existieren eine endliche Anzahl von Ereignissen 2.
(FW2) Zwei Ereignisse sind durch genau eine Sequenz [ verbunden.
(FW3) Zwei Sequenzen haben ihren Ursprung in einem gemeinsamen Ereignis.

Denn mit diesen kann man eine projektive Geometrie P = (X, L,Z) eingebettet in
einem Vektorraum koordinatisieren (vgl. [Definition 2.14] ff. & insbesondere [Abbildung 2).
Weiter hat man den fundamentalen Objekten - Punkte x € X und Linien [ € £ aus
[Definition 2.8 bzw. den koordinatisierten Versionen Punkte & € PKY und Linien | =
{i:l, To,...|Z; € P]Kg} aus — des finiten projektiven Raums eine noch abstrakte
physikalische Bedeutung zugeschrieben, die im Kontext spezifiziert werden muss. Weiter
betrachtet man die néchsten beiden Axiome:

(FW4) Jedes Ereignis hat genau einen Vorgénger und einen Nachfolger.

(FW5) Ein Ereignis ist der Nachbar seines Nachbarn.

Das vierte Axiom liefert die Biquadrik aus [Definition [2.18 und das fiinfte ist in der
Nachbarschaftsrelation des Biquadrik-Feldes in [Definition [2.19] codiert. Abschliefsend
betrachtet man das letzte Axiom:

(FW6) Die realisierten Ereignisse sind nur eine Teilmenge aller moglichen des P]Kz.
Dieses ist fiir eine Quantisierung von grofserer Bedeutung.
Im Sinne dieser Axiome wird nun die projektive Trajektorie definiert.

Definition 3.1 (Projektive Trajektorie (vgl. [17])).
Die projektive Trajektorie eines punktartigen Teilchens M ist die Menge:

I = {&(r) = &, | (V7 € K,) &4 : Nachbar(z,)} C PK, (3.1)

also die Sequenz aller Ereignisse Z,, die aus einem Sprungprozess mit dem Verlauf des
Parameters 7 entstehen. Dabei ist der Sprungprozess der Nachbarschaftsrelation im Sinne,
wie sie in |Definition [2.19] auftritt, unterworfen. Denn die Ereignisse 2,4 vor oder nach
dem Ereignis 2, zum jeweiligen Parameterwert 7 sollen Nachbarn von Z, sein. Im Kontext
der Mechanik liegt es nahe ein Ereignis als Punkt der Raumzeit und die Sequenz der
Raumzeitpunkte, die sich mit Voranschreiten des Parameters bildet, als die Trajektorie des
punktartigen Teilchens zu interpretieren. Weiter wurde an dieser Stelle noch nicht festgelegt,
welche Form die Trajektorie hat, also ob sie geradlinig oder sonstiges ist. Somit werden
sich die realisierten Ereignisse noch als eine Teilmenge herausstellen durch Spezifizierung
der Prinzipien, derer sie unterliegen sollen.
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3. Newtonsche Gesetze im finiten projektiven Raum

Man analysiert nun den Sprungprozess, der die Trajektorie bestimmt. Dazu betrachte
man die Quadrik Qﬂj im Punkt 2, zu einem beliebigen 7. Dann sollen Vorganger und
Nachfolger z,41 Nachbarn von z, sein, d.h.:

0 =27, Q*|, #rir . (3.2)

Weiter withlt man eine Projektivitit T' € T(d,K,), da eine flache Raumzeit betrachtet
werden soll, dann ist:

T = =Ty (3.3)

ein Translationsoperator im Sinne von aus dem [Anhang B| Damit erhélt man fiir
die Punkte:

a A N - N ]ld :i:g f—,— fq— + g\ f‘ril
bt = e85 = T, = | _ _|FE L g
0or 1 1 1 1

Die Punkte Z,4; sind nach |Gleichung (3.4)| aus Z, durch Translation auf der affinen
Hyperebene Z/{]KZ um +3§ hervorgegangen. Mit anderen Worten, man hat die Punkte

2, und #,41 auf eine gerade Linie I, = {&,_1, &, Tr41 | Tr41 = TasZ,} gelegt. Denn die
Translationen von Z, nach Z,4; unterscheiden sich nur im Vorzeichen von . Betrachtet

Xt—1 —S ffr +S XT+1
o)

UK?

p

Abbildung 5: Illustration zu den |Gleichungen & | Vektoren des L{]KZ sind in einer
Ebene gezeichnet, was nicht heiffen soll, dass sie tatséchlich in der Zeichenebene liegen miissen.
Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise den Z/{]Kg reprasentieren. Die Punkte des P]Kg
wurden mit ® markiert, was nicht heifsen soll, wie iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren
(Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind. Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.

mit der es nahe liegt, analog zur kontinuierlichen Mechanik, den Differenzenvektor +35 aus
@5 = [£5, 1] als Geschwindigkeit £ zu interpretieren. Damit kann man die projektive
Geschwindigkeit zu einem 7 in positiver Richtung definieren zu:

AL A~ ~ A~
U =Ty O = DS,
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Weiter betrachtet man:
U =1 00,y = O(Tr1 © 2r)
und definiert damit die projektive Geschwindigkeit zu einem 7 in negativer Richtung zu:
=it =2,.,0%, =65,

Somit ldsst sich nun kompakt formulieren:

Definition 3.2 (Projektive Geschwindigkeit (vgl. [24])). Sei 4, = #, @ 8 aus #, durch
Translation T, ; hervorgegangen, dann ist die projektive Geschwindigkeit:

Ot = 2,41 © Ty = @S,

Formt man nun die Definition der projektiven Geschwindigkeit weiter um, um anschliefsend
den Sprungprozess weiter zu analysieren, also das 4* @, = £,1108, DLy = Tr1DE = Trgy
ist, wobei [Satz [B.2[und [B.3] aus dem verwendet wurde, so erhélt man damit
und mit |Gleichung (3.2))f

0= (T3, 05TQ*|. (Th.aF).

Tr

Weiter verwendet man das Transformationsverhalten von Quadriken aus |Gleichung ([2.10)}
also dass Qi| = TT@T QgT_iT, wobei T~ ! = T, verwendet wurde (vgl. [Satz|B.4aus dem

z

Anhang B)), so erhilt man;

_ ARTAT AT A Moat
O = U TfirT_fT OT_i‘TTi‘Tu —

= T QFa*

(3.5)

und damit:

Definition 3.3 (Kinematischer Constraint (vgl. [24])).
Als kinematischen Constraint bezeichnet man die zueinander équivalente Bedingungen:

0= a*TQFu* — u* € QF.

Dabei ist der kinematische Constraint nichts anderes als das erste Newtonsche Axiom,
ausgedriickt in der finiten projektiven Sprache. Denn der Sprungprozess aus
wurde mit dem Translationsoperator der flachen Raumzeit spezifiziert. Dabei hat
er dafiir gesorgt, dass zu einem beliebigen 7 die Raumzeitpunkte z, und Z,4; auf einer
geraden Linie I, = {&,_1, &+, Tri1 | T71 = T}ﬁ@} liegen, wobei die Orientierung der Linie
durch @ aus 4* = [a*, 1]T gegeben ist. Somit erfolgt die Bewegung geradlinig. Anschliefend
wurde mit Hilfe des Transformationsverhalten von Quadriken ein Bezug der Quadrik im
Punkt Z, zu der bekannten im Standardcenter hergestellt. Dieser wurde weiter verwendet,
um zu sehen, dass der kinematische Constraint fiir alle 7 in seiner Form 4% € QF gilt
und somit auch fiir jeden Punkt z,. Da nun die Quadrik Q§ Absténde entlang einer Linie
durch ihr Standardcenter in Vorwérts und Riickwértsrichtung symmetrisch bzgl. ihrem
Standardcenter festlegt, folgt, dass @ = const. (V1) ist, da u der Differenzenvektor zwischen
benachbarten Punkten auf der affinen Hyperebene L[]Kg ist (vgl. [Abbildung 5|) und da
@* € QF in jedem Punkt gilt. Somit wurden im kinematischen Constraint die Begriffe
geradlinig und konstante Geschwindigkeit codiert. Die realisierten Raumzeitpunkte, die
sich somit nach dem Newtonschen Tragheitsprinzip in einer flachen Raumzeit ergeben,
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3. Newtonsche Gesetze im finiten projektiven Raum

bilden die Teilmenge:
lhin = {lr = {#r1, 80, 871} | (VT €K)) B O3, =5 € Q) Tl (3.6)

was eine geradlinige gleichférmige Bewegung eines punktartigen Teilchen darstellt, oder ein
in Ruhe verharrendes punktartiges Teilchen, falls als Translationsoperator 7 = [diag(14, 1)]
gewahlt wird.

Nun stellt sich die Frage, wie realisiert man eine beschleunigte Bewegung im finiten
projektiven Raum. Dazu stellt man die These auf, dass sich eine Kraft in einem Punkt
dadurch bemerkbar macht, dass das Biquadrik-Feld in diesem Punkt verzerrt ist (vgl.
[17]). Das heift, eine Kraft wirkt im Punkt 2/ € I = {&,_1, 2., &741 | Tr1 = TAugtf’T} und
andert den Bewegungszustand des punktartigen Teilchens in dieser Umgebung, in dem
dieser Punkt 2/ der lokalen Trajektorie I/, also das Center z. der Quadrik zu diesem

T

Punkt, ausgelenkt wird, sodass sich I, = {&; 1, %7, %41 | 2721 = Ty=2,} ergibt, mit

— — T —u- PRp— — ~ — .

@ # ui—,] V T 7 Ty wobed @ und @~ aus 4F = [@F,1]7 sind. Vgl. dazu |Abb. |6]
T T

Abbildung 6: Illustration zu den |Gleichungen B7) & [B.8)| und der Vektoren des
L{]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was nicht heiffen soll, dass sie tatséchlich in der Zeichenebene

liegen miissen. Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise den Z/{]Kg reprasentieren. Die
Punkte des P]Kg wurden mit ® markiert, was nicht heifsen soll, wie {iblich in der Physik, dass es

senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind. Quelle: selbst angefertigt mit
PowerPoint.

Weiter iiberzeugt man sich, dass die Richtung von @, in |[Abbildung 6| richtig eingezeichnet
ist, denn dann kann man mit folgender Rechnung:

~ Ao~ ~— ~ ~— ~ ~ 4/
i, ®a. =0 ®u; =4 ©(04;) =4 o4 =

I o B L A R (3.7)
= = —’lli—uT = . =
1 1 0T 1 1 1

sinnhaft formulieren:
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Definition 3.4 (Projektive Beschleunigung und Durchschnittsgeschwindigkeit (vgl. [24])).

Die projektive Beschleunigung ist gegeben durch:

14 G, af — i),

i, = 2_‘ d d ’&j__ o u; ( T )
0F 1 1

Die projektive Durchschnittsgeschwindigkeit ist gegeben durch:

1 0 L4+ o s
=1, 04 slu+u').
= | i o= |2 )
0r 1 1
Weiter entnimmt man der dass gilt:
uF = 4F ©a,. (3.8)

Dies benutzt man nun im kinematischen Constraint aF € QF, denn weiterhin ist das
punktartige Teilchen in jedem Punkt des Raumes trage, d.h:

0= (j):TQOUO =
= (it oa)"QF(if e a,) =

:(ACALT T)TQO( —a, U T):
— AiTTT QOiT

und damit formuliert man:

Definition 3.5 (Dynamischer Constraint).
Als dynamischen Constraint bezeichnet man die zueinander dquivalente Bedingungen:

0=afTTT, QFT o 4f < uF € QF.

Dabei ist der dynamische Constraint nichts anderes als das zweite Newtonsche Axiom,
ausgedriickt in der finiten projektiven Sprache. Denn der Bewegungszustand .. des Teilchens
wurde durch eine Kraft verédndert, die sich als Verzerrung der Quadrik bemerkbar macht,
indem sie ihr Center auslenkt und dabei werden die Geschwindigkeiten entsprechend der
jeweiligen Auslenkung verdndert. Auferdem beriicksichtigt der dynamische Constraint das
jedes massebehaftetes Teilchen dem Tragheitsprinzip folgt. Denn in ihm wurde letztlich
codiert, dass die trége lokale Trajektorie I/ durch die eingefiithrte Beschleunigung verzerrt
wurde zu [, (vgl. . Dadurch hat man implizit die Nachbarschaft der Punkte
2, und 2,41 gewahrt. Das sieht man, wenn man eine alternativen Weg zum dynamischen
Constraint betrachtet. Dazu betrachtet man zunéchst die Quadrik im Punkt 2, = 2. © a
die man mit dem Transformationsverhalten aus [Gleichung ([2.10))| erhélt zu:

Q:I:

=T 0 1) QT o 40y =
= (T, T3)" Q5T 5, T o =
= TTjQTT&QE)tdeT,j; )

Zr

wobei im vorletzten Schritt verwendet wurde und im letzten die beide
dem entnommen werden konnen. Weiterhin soll der Sprungprozess auf die Art
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3. Newtonsche Gesetze im finiten projektiven Raum

und Weise stattfinden, wie er zu |Gleichung (3.2))| erldutert wurde und damit folgt:

A A4 A
0= IT:l:lQ ‘ Trt1 =

—xTﬂTT TT.QET 4T 1 Trg1
Weiter beriicksichtigt man, dass

durch Verzerrung [’ in [, iiberfithrt wird.

~, Verzerrung

Dadurch wird 27 Z, verschoben.

. . ~ ~1 __ ~+ Verzerrung .4
Damit wird 2,41 © 27, = 1 (0

= Z,41 © T, verzerrt (vgl. |Abbildung 6)).

Somit kann man schreiben:
0=al 17, ThQET T 4.8
und weiter folgt daraus mit 4F = T 4,241 der dynamische Constraint:
0=atTTT, QFT 4 .
In den Sprungprozess wurden also die Begriffe Tragheit und Beschleunigung codiert, was

im dynamischen Constraint resultierte. Die unter diesem realisierbaren Raumzeitpunkte,
bilden die Teilmenge:

ldyn == {lT = {j7—17£77£T+1} | <\V/T S ]KP) ‘TT:H © x”' - U S Qi| } - lM’ (39)

was eine beschleunigte Bewegung darstellt. Weiter erhalt man aus /4, wenn man a, = 0
fordert, lkm C ldyn-

Wie zum Ende von [Unterabschnitt 2.3 erwahnt, miissen im Hinblick auf die ART Abstédnde
in jeweiliger Vorwarts- und Riickwértsrichtung entlang einer Linie durch das jeweilige
Center asymmetrisch bzgl. dem jeweiligen Center festgelegt werden. Bedenkt man nun, nach
Einstein, dass ein Beobachter in seinem System nicht sagen kann, ob die Beschleunigung
die er spiirt gravitativen Ursprung hat oder ob sie von der Beschleunigung einer bspw.
Rakete herriihrt, so sollte man mit verzerrten Quadriken entsprechend Notiges konstruieren
konnen. Dafiir sind dann natiirlich entsprechend umfangreicherer Projektivitaten notig,
die mit einer iibersetzten Version der Feldgleichungen der ART konsistent sein miissen.

Bislang wurden die Constraints der Mechanik fiir QF formuliert. Jedoch wird sich im
néachsten Abschnitt zeigen, dass diese neben physikalischen Losungen auch zu unphysika-
lischen fiihren. Man wird sich daher auf Q(J{ beschranken miissen, damit sich zeitartige
Losungen ergeben. Dabei wird aufgezeigt, wie der Lichtkegel von QSE induziert wird.

Zum Abschluss des Kapitels vergleiche man den kinematischen mit dem dynamischen
Constraint in [Abbildung 7| In dieser ist die Losungsmenge der Punkte @ = [ug, uy, ug]”

bzgl. der Quadrik Qi in blau aufgetragen, mit g, 1= g und der Gleichung:
0= —uj +ui +us — aj + aj — 2(—upap + uyay). (3.10)

Setzt man in dieser ag = 0 = ay so erhédlt man die Gleichung der Quadrik Qar , deren
Losungsmenge der Punkte @ = [ug, u1, us]? bzgl. ihr in rot aufgetragen sind. Dabei wurde
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die Losungsmenge jeweils iiber - aus illustrativen Zwecken - den reellen Zahlen aufgetragen.
Die Quadrik @} dufert sich in dieser illustrativen Abbildung als eine verschobene bzgl. der
Qd (vgl.|Abb. 7. Der Schnitt mit dem ¢IK2 bewirkt fiir die Quadrik Qg die symmetrische

Abstandsregulierung bzgl. dem Center & (vgl. . Hingegen fiir die Quadrik Q;L ein
verschobenes Center ., . Dabei bewirkt der Parameter ag eine Verschiebung der
blauen Kegel entlang der é5-Achse. Der Parameter a; bewirkt eine Verschiebung der blauen
Kegel entlang der é;-Achse. Man hétte in (Gleichung (3.10))| auch uy = 1 setzten konnen,
also die "Hohe" des U ]KZ:2 auf Eins legen konnen, wie es mit der Wahl der Représentanten
in [Gleichung ({2.3)| geschehen ist. Denn dann hitte man statt blauen und roten Kegeln,
entlang der é;-Achse libereinander gestapelte violette und orangene Hyperbelpaare erhalten,
welche auf dem U ]KZQ, zum gleichen Resultat wie es in @ zu sehen ist, gefiihrt hétten.
Jedoch wurde absichtlich uy variabel gelassen, sodass das Projektive erkennbar wird, also
das Skalieren der Représentanten mit einem A € IK,,. Was auf eine zur Abb. [7] véllig analoge
Abbildung gefiihrt hétte, blofs eben auf eine "hochskalierte" bzgl. der gezeigten.

3
I

Abbildung 7: Hlustration zum kinematischen und dynamischen Constraint. Das blaue
Kegelpaar stellt die Losungsmenge der (Gleichung ([3.10))| iiber - aus illustrativen Zwecken - den
reellen Zahlen dar, mit den willkiirlichen Werten ag = —0.5 und a7 = 0.6. Das rote Kegelpaar stellt
entsprechend die Losungsmenge der Gleichung dar, die sich aus |Gleichung (3.10))| mit ag =0 = a1
ergibt. Die orangenen bzw. violetten Hyperbelpaare sind die Schnitte der Quadriken bzw.
Qz mit dem U]Kg (obere graue Fliche in |Abb. 7| 1|>. IAbb. |7l2|: Vogelperspektive von E
wobei ausgewéhlte Punkte des P]Kf, auf dem L{]Kf, mit ® markiert wurden, was nicht heifsen soll,

wie iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Ebene sind.
Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.

23



4. Legendre-Transformation

4. Legendre-Transformation

Auf dem Weg hin zum Induzieren des Lichtkegels soll zunéchst die Legendre-Transformation
(LT) im finiten projektiven eingefiihrt werden. Dabei wird im Wesentlichen der Argumen-
tation von Mecke gefolgt (vgl. [22]).

4.1. Legendre-Transformation im reellen Raum

Dazu wird zunéchst die geometrische Interpretation der LT im Reellen aufgezeigt, um
mit dieser zu sehen, welche geometrischen Grofen fiir diese Dualitédtstransformation
entscheidend sind.

Betrachtet man zunéchst eine Funktion f im Punkt z, dann ist die Tangente an f bei
diesem x gegeben@ durch:

g|x:x x.(:c’—x)—i—f’z:g‘x(x’), (4.1)

wobei z’ die Variable der Geraden ist und x* L =0.f ‘x die Steigung der Tangente an f
bei der Stelle x bezeichnet. Weiter betrachte man nun 2’ als fest und g als Funktion g(z),
dann ist g(x) eine Tangentenschar, die den Graphen von f einhiillt. Denn die Steigung
z*| = z*| (v)wird als Funktion der betrachteten Stelle aufgefasst, f(z) ist dann die "Héhe"
des Punktes des Graphen an den eine Tangente gelegt wird und x in (2’ — z) ist die Stelle,
wo diese "Hohe" hingehort. Das 2’ in dieser Tangentenschar-Konstruktion ist beliebig, aber
pro Konstruktion festzuhalten. Die letzten Sétze lassen sich auch anschaulicher formulieren.
Dalfiir interpretiert man x*| '+ f| , =: ¢ als die "Start-Tangente" an f im Punkt 2’ und

somit z*| (v —z) + f ‘x als die von 2’ nach = verschobene Tangente an f im Punkt x mit

angepasster Steigung und "Hohe" (vgl. [Abbildung 8)).
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Abbildung 8: Zur Illustration einer Tangentenschar an eine Funktion f. Quelle: selbst angefertigt
mit PowerPoint und GeoGebra.

14Die Darstellungsform einer Tangente an eine Funktion f in|Gleichung (4.1)| folgt aus der Taylorreihen-
Entwicklung nach z in erster Ordnung. Hinzunahme von héheren Ordnungen fiihrt auf keine Gerade.
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4.1. Legendre-Transformation im reellen Raum

Betrachtet man nun g‘x(:v’ = 0), so ist dieser Wert der Geraden der z;-Achsenabschnitt ¢
der Tangente an f bei z, also:

t| =g (2 =0)=—-2*

und das fiir die jeweilige betrachtete Stelle . Damit lésst sich eine Tangente an f bei x
auch formulieren zu:

gl (&) =a*| o'+t (4.2)

Setzt man nun beide Ausdriicke |Gleichung (4.1)| und |Gleichung (4.2))| fiir die gleichen
Geraden g gleich:

| (2 —x)+ f] =] 2+t
so erhéalt man:
of| o — | x+ f] =at| 2+t
und damit:
|, = a1l

Was schlieflich die Definition der LT ergibt:

A (x") == —t(z") = 2"z (") — f(z"), (4.3)
wobei Invertierbarkeit der Ableitung gefordert wurde, d.h.:
[z =z(2") & 2" =2"(x)] <[ [ : konvex A f:dif ferenzierbar].

Auferdem sollte der Graph von f keinen Wendepunkt besitzen, sonst werden mehrere
Achsenabschnitte einer Steigung zugeordnet, was die Bijektivitit dieser Definition der
LT zu Nichte macht. Zusammenfassend kann man formulieren, dass mit der Menge aller
Tupel (z*, f*)}z, also mit den Steigungen und x;-Achsenabschnitten, der Graph von f -
unter genannten Bedingungen - ohne Informationsverlust rekonstruiert werden kann, da
die Tangenten zu diesen Tupel eine einhiillende Schar an den Graphen von f bilden.

Dieses Vorgehen kann man verallgemeinern auf Funktionen f, die von mehreren Variablen
Vg, ..., Uq—1 abhédngen, die als ¥ zusammengefasst werden. Dazu betrachtetet man den
Graphen einer entsprechenden Funktion f = f(7') : R? — R:

U
F .= cR™ | 7e Ry c R, (4.4)
—f(¥)

welcher eine durch die Variablen v parametrisierte d-dimensionale Hyperflache ist. Um
nun eine analoge LT zu |Gleichung (4.3)| zu konstruieren, betrachtet man zunédchst die
Funktionswerte der tangentialen Hyperebene (vgl. [25] S. 11) im Punkt ¢ mit entsprechender
Vorzeichenkonvention, wobei mit - das Standardskalarprodukt gemeint ist:

— oy
g (=) = ;-

G‘ﬁ = G/|

/(7*

L=
v
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4. Legendre-Transformation

Dabei bezeichnet o/ *!5 = 0sf |77 die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ beim Punkt ¢/
und ist somit analog zu [Gleichung (4.1))| zu verstehen. Damit lasst sich im Punkt ¢ die
tangentiale Hyperebene an F' im R%*! schreiben als:

=/

v
H|. = c R™ | 7' € Ry c R, (4.5)

) 17*17'(17_17/>_f|ﬁ

Diese ist i.d. T die tangentiale Hyperfliche an F' im Punkt . Da erstens der Vektor
(0%|,, 1)" senkrecht steht, auf die Tangentialvektoren (—¢&;, 9, f|.)" (vgl. [26] S. 25-7)
die die tangentiale Hyperebene aufspannen. Da zweitens dieser Normalenvektor auf die
Punkte fiihrt, die die tangentiale Hyperebene nach der Definition einer Hyperebene (vgl.
[27]) bilden, denn:

H}ﬁ : Hyperebene <=
=/ ,(—)’/

| h‘i = — B
v’ v’ —f (V) 1

7k

U v,
. v

Il
o

<:>H}ﬁ:

Dabei ist (7, —f(¥))? der Aufpunkt der tangentialen Hyperebene im R4 an F im Punkt
v. Die Bedingung zur Bildung der Menge ist erfiillt, denn diese ist eine andere Formulierung

der entsprechenden Komponente in

hl,= @ —0)- 7%+ + f|,=0 =
=0 =0 (T-T) - |

Auberdem ist (7*

+» DT 1.d.T normal zu den Tangentialvektoren (— &, d,,f| )", denn:

17*‘17 — & _
1) \ously)
= =] (00, -, 041,13, 031, o, 0g—1)" + 0o, f |, =
= —(U"] )i + O0u.f|, =
= —Ou f|,+ 00 f], =0 (Vi=0,...d—1).

Weiter bemerkt man, dass die tangentiale Hyperebene H |17 die z4-Achse schneidet:

—

0 0

H| NRé=H|(0'=0)=
17'17_f|17 I

(4.6)

/l_}’*

—

v

auf der "Hohe" f ‘:;, wie es im obigen Bsp. die Tangente mit der x;-Achse getan hat und
somit ist auch die LT fiir mehrere Variablen in analoger Form zu [Gleichung (4.3))| definiert.

Man vergleiche dazu |Gleichung (4.4)| (Gleichung (4.5)| und den Sachverhalt zwischen
Normalenvektor und den Tangentialvektoren in und insbesondere die Analogie
zum zwel dimensionalen Fall hinsichtlich des z,4-Achsenabschnitts.
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4.1. Legendre-Transformation im reellen Raum

W H |5 = Hlo(vg, -, vg1)

—f(v)

ed F(”Uo,...,vd_l)

Abbildung 9: Ilustration zu den |Gleichungen i|4.4|;, 1|715|i, (|46|)| und dem Sachverhalt zwischen

Normalenvektor (7*|, 1) und den Tangentialvektoren (—&;, @y, f| ). Dabei ist die Zeichenebene

auf abstrakte Weise stellvertretend fiir den R? zu verstehen und die x4-Achse ragt aus der
Zeichenebene heraus (i =0, ...,d — 1). Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.

Weiter lisst sich die tangentiale Hyperebene in ihrer Hesse-Normalform (vgl. [27]) dar-
stellen. Diese Form der tangentialen Hyperebene wird von den Vektoren gebildet, die im
Skalarprodukt mit dem Normalenvektor auf die Ebene den x4-Achsenabschnitt ergeben:

1=k — % —/
Y _— U |5V
v v

s : -

stV = =T

und damit ldsst sich die tangentiale Hyperfliche an F' im Punkt ¢ auch schreiben als:

,(—)’/
H|. = | o' € RY 3, ¢ R (4.7)

_,
v

Mit dieser Form kann man zusammenfassend formulieren, dass mit der Schar all dieser
tangentialen Hyperflichen der Graph F' rekonstruiert werden kann, wenn man Kenntnis
iiber den jeweiligen Normalenvektor hat, der die Orientierung der jeweiligen Ebene im
Raum liefert und wenn man den jeweiligen x4-Achsenabstand kennt, also wenn man das
Tupel [(0*,1)7, f*]; fiir alle notigen Stellen @ kennt. Diese geometrische Einfiihrung der LT
ermoglicht es also, ihr Konzept auf nicht differenzierbare Funktionen zu iibertragen, solange
man genaue Kenntnis der tangentialen Hyperebenen an den Graph F' der Funktion f hat.
Dieser Ansatz ist insbesondere nétig, wenn Funktionen f : ]Kg — KK, betrachtet werden,
die iiber endlichen Korpern operieren, in denen keine Ableitung definierbar ist. Denn
die Ableitungen bzw. die dualen Grofsen v* zu ¥ werden zu Parametern der tangentialen
Hyperebene.
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4.2. Legendre-Transformation im finiten projektiven Raum

Mit der geometrischen Perspektive zur LT wird eine finite projektive LT eingefiihrt, die die
gleiche Form, wie in |Gleichung (4.6)| annimmt. Doch dafiir miissen zunéchst die Begriffe
Pol und Polar eingefiihrt werden. Weiter soll folgendes zur Notation festgehalten werden.

Definition 4.1 (Skalarprodukt). Sei & € PK{ und 7 € UK, dann ist mit

??2=201:=27Q% %,
7% := 7 7 := ¥'nZ gemeint und mit

272 und 77 das Standardskalarprodukt.
Diese Notationen zum Skalarprodukt werden auch im Rest der Arbeit verwendet werden.
Definition 4.2 (Pol und Polar). Sei g, Z € P]Kg, dann heift die Menge:

pol(2) = {y |9 ® 2 = 0} das Polare zum Pol Z.

Der Polar ist dabei eine Hyperfliche, denn in der Bestimmungsgleichung 0 = ¢y ® Z des
Polar sind die z; jeweils fest, da ein bestimmter Punkt Z betrachtet wird und zu diesem
wird mit den Koordinaten y; als Koeffizienten in der Bestimmungsgleichung die Hyperflache
gebildet. Denn fasst man die Bestimmungsgleichung als Gleichung eines Gleichungssystems
auf, so ist der Rang der zugehorigen Koeffizientenmatrix 1 und damit ihr Defekt, also
die Dimension des Lésungsraums gleich d bzgl. des Vektorraums K& (vgl. [21] S. 297).
Jedoch bzgl. des finiten projektiven Raums P]Kg ist die Dimension dieser Hyperflache
(d—1). Berticksichtigt man weiter, dass der Polar von Z das Duale ist, also pol(2) = dual(Z2)
(vgl. |28]), so folgt fiir (d + 1) = 3 die Dualitdt vom Beginn der Arbeit. Denn dann ist
dim(pol(2)) = dim(dual(2)) = 1 und somit liegt dann eine 1-dimensionale Hyperflache
vor, also eine Linie, also das Duale zu einem Punkt im 2-dimensionalen projektiven Raum

(vel fr).

Betrachtet man nochmals die Bestimmungsgleichung des Polar 0 = § ® 2 = §7Q*2 und
fasst Qié als 2*, als das Duale zu 2 auf, weil 2* := Qii der Teil der Bestimmungsgleichung
ist, der iiber die Punkte g bestimmt, welche die Hyperfliche bilden diirfen. M.a.W. z*
charakterisiert den Polar, welcher das Duale zu Z ist und somit soll unter 2* das Duale in
diesem Kontext verstanden werden. Weiter betrachtetet man die Bestimmungsgleichung in
der Form 0 = §72* = y;27 und fasst das Produkt der beiden als das Standardskalarprodukt
auf und interpretier 912 als normal zueinander, wegen seiner Gleichheit zur Null. Somit
ist die Duale Grofe zZ* normal zu all den Elementen, die aus dem Polar, also aus der
Hyperfliche stammen. M.a.W. betrachtet man nur den Représentanten z* der Aquivalenz-
klasse Z2*, so bestimmt dieser Normalenvektor auf die Hyperebene die Orientierung dieser.
Beriicksichtigt man weiter, dass die Hyperebene also der Polar aus Elementen ¢ € P]K;f
gebildet wird, welche 1-dimensionale Unterrdume vom Vektorraum ]K;“r1 sind, also salopp
gesprochen Ursprungslinien, so ist die Hyperebene eine Ursprungshyperebene und ihre
"Hohe" bzgl. der x,-Achse ist somit bekannt.

Betrachtet man nun einen Pol Z der auf der Quadrik liegt, also Z € Qi S0=20z2=z2¢€
pol(2) ist. D.h. wenn der Pol auf der Quadrik liegt, dann liegt er auch im Polaren. Damit ist
dann das Polare von Z eine projektive (d—1)-dimensionale tangentiale Ursprungshyperflache

15Bislang wurde keine Winkelmessung eingefiihrt, daher die Interpretation "47 2 sind normal zueinander".
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4.2. Legendre-Transformation im finiten projektiven Raum

an die Quadrik, wobei die Orientierung der tangentialen Hyperflache im Raum durch die
duale Grofe 2* = QT2 zum Pol 2 gegeben ist.

Die so eingefiihrten Begriffe Pol Z der auf der Quadrik liegen soll und seine duale Grofe
z* werden nun genutzt, um im finiten projektiven die Verbindung zur LT aufzuzeigen und
das am Bsp. der SRT. Dabei ist nun nicht mehr wie bei der reellen geometrischen LT der
xq-Achsenabschnitt gleich der LT “ten, aber der Normalenvektor Z* ist weiterhin eine die
tangentiale Hyperebene charakterisierende duale Grofse.

Zuniichst betrachtet man die projektive Geschwindigkeit @' = [, 1]T und eine flache
Raumzeit und definiert den Lagrange-Raum:

Ln:= {[a, L@ =4l OFa = o} .
Weiter soll analysiert werden, wie seine Elemente aussehen konnen, daher betrachtet man:

OzﬂTQOfL:—ug+u%+...—|—u§_1:|:L2<:>
= L= —uf — ... —uj (4.8)

mit g, 1= g_. Weiter verwendet man die in |Definition [2.14] eingefiihrten Begriffe
reguldre Punkte und Punkte im Unendlichen. Dabei haben Punkte im Unendlichen die
Charakteristik, dass ihre (d + 1)-Komponente gleich Null ist und somit keine Elemente des
Anschauungsraums U ]Kz sind. Hier heifit das, dass L = 0 sein muss, was der Fall ist, wenn
ud =u? + ... +u? | ist. Weiter war 4% := &4, © &, = const., da eine flachen Raumzeit
ohne Krifte betrachtet werden soll. Somit ist dann:

1, —z.| |z L7+ LT,
Vrek,) a=| _ ° - = -
07  —L||-L L2
I fT:l:l - Tr| fT:i:l - Tr u
_L B _L _L

Die Gleichung —L = —L der letzten Komponente ist offensichtlich auch fiir L = 0 erfiillt.
Daher betrachtet man:

Trp1 — Tr = U bzw.:

- N2 o222 2
(g1 — D) =U " =uy —uj — ... —uj_, =
L=0&uj=uj+..+u;,

_ 2 2 2 2 _
=ul+ ..Uy —uy—..—u; =0

D.h. wenn projektive Geschwindigkeiten betrachtetet werden, die im Unendlichen liegen,
dann fithren diese auf raumzeitliche Abstdnde zwischen den Ereignissen Z,4; und
der Grofe Null auf dem UK¢ und das (V7 € K,). Dies ist aber nur dann der Fall, wenn
ud = ui+...+u?_, ist. Fiir eine leichtere Interpretation betrachtet man zunéchst (d+1) = 3,
dann heiRt das, dass u2 = u? ist. Die Menge aller ug, u; die diese Gleichung erfiillen, sind

Linien durch den Ursprung auf dem i/ ]KZ, welche den Lichtkegel bilden. Damit wird der
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Lichtkegel induziert zu:
L= {i:: bars + 0|6 = (7,07 = @ :0}.

Betrachtet man abschliefend den allgemeinen Fall 1 = (uf+... 42 _,)/u3 und interpretiere
ud als quadratischen Zeitlichen Abstand und die uZ. , als rdumliche quadratische Absténde,
weil (10); = (Z;41); — (Z;); ist. Dann ist die Einheit von [(u? + ... + u3_,)/u2] = m/s was
die Lichtgeschwindigkeit in diesem Kontext reprasentieren soll, die aus Kausalitatsgriinden
nicht iiberschritten werden soll. D.h. die Geschwindigkeiten deren #@? # 0 ist, sollen
1> (uf +...4+uj_,)/uf erfiillen. D.h. aber auch, dass das + Zeichen in [Gleichung (4.8)| zu
wéhlen ist, also dass

LA =ul -l — . —ui >0 (4.9)

ist und somit ist Q7 fiir physikalisch sinnvolle Resultate zu wéhlen. Somit betrachtet man
nur projektive Geschwindigkeiten:

i€ Lpi= {[a, L@ = a|aTOfa =0 A @%# o},

wobei Lr U L; = Lp ist. Damit kann man nun aus dem kinematischen Constraint und
der Quadrik der flachen Minkowski-Raumzeit bzw. aus |Gleichung (4.9))| den Minkowski-

Lagrangian ableiten zu:
L=+v1-192 (4.10)

mit v := (uyq, ..., ug_1) und ug := 1, wobei mit ug = 1 die Skalierung der u,-Koordinate auf
1 normiert wurde. Hatte man statt der Quadrik Qar = [diag(—1o, 11, ..., 14)] der flachen
Minkowsik Raumzeit die Newton Quadrik Qév verwendet, so hatte man den Lagrangian
der klassischen Mechanik konstruiert:

T . T
1 0F -1 1 1 +L
0= |7 Og1 lgy Ogq| | T | =17 V| =
~L 1 0f | |-L ~L| |-1
=L+7*+ L+
— L= —%UQ. (4.11)

In diesem Lagrangian und in dem der flachen Minkowski Raumzeit erscheint kein Potential,
da der kinematische Constraint keine Kréfte beriicksichtigt.

Nun wird eine spezielle Quadrik Q(’; eingefiihrt, damit der Hamiltonian so wie er bisher
bekannt ist, sowohl fiir den Lagrangian der klassischen Mechanik als auch fiir den der SRT
in einer konsistenten Weise konstruiert werden kann. Dabei legt diese spezielle Quadrik
QS letztlich eine spezielle Abstandsskalierung fest, da:

= AT@S@ = [uo, Ug_1, ug)[diag(—L*, m, ...,m,m/L)|[ug, Ug_1, ud]T =

L*L
= —ulLl* +mv? + ufl% = W+ L+ ud= —ul+ 7"+ (4.12)
m
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4.2. Legendre-Transformation im finiten projektiven Raum

und dies ist die gleichartige Skalierung, wie sie durch:
0=0"QFt = —u+ 0% +u?
realisiert wird, weshalb auch fiir Q{) der kinematische Constraint gelten soll.
Mit dieser speziellen Quadrik kann nun der duale Lagrange-Raum definiert werden zu:
Ly ={at it = Qi A ae Li}.
Denn dessen Elemente ¢* sind dual zu 4 iiber den LT-Polar pol; (@) verkniipft:
pol, (@) == {u 10 = aTa* = a@ga} . (4.13)

Dessen Bestimmungsgleichung eine andere Formulierung der LT ist, denn:

T T
1 1 1 -Lx
0= QTQSQI = | ¢ [diag(—L*,m,....mm/L)] | ¢ | = | ¢ mv | =
—L —L —L —-m
— L*=vTp+mL. (4.14)

Setzt man nun in |Gleichung (4.14)| den Minkowski-Lagrangian aus |Gleichung (4.10)| oder

den Newton-Lagrangian aus [Gleichung (4.11))] ein, so erhilt man jeweils:

1
Ly =0"p— émﬁz (4.15)

Ly, =00 —mvV1 - 52, (4.16)

wobei fiir L}, das negative Vorzeichen der Wurzel in |Gleichung (4.10))| gewéahlt wurde.

Nun stellt sich die Frage, wie rechtfertigt man es mathematisch sauber, dass QS verwendet

wurde statt Q. Vor Allem, wenn man L = [diag(\/ﬁ_l, vmoh o ym \/m/Lfl)]
zunéichst als Projektivitit annimmt und dann Qf = L~"QF L~ konstruiert. Denn dann
miisste man auch @ = L4 transformieren. Dann heben sich aber die Projektivitaten L
beim Aufstellen des kinematischen Constraints in (Gleichung (3.5)| auf. Somit stellt sich
hier die Frage, kann man es mathematisch sauber definieren, sodass mathematisch strickt
streng keine Widerspriiche auftreten, mit dem Ziel, dass man die Hamiltonian in
(4.15) und [Gleichung (4.16))| in einer konsistenten Weise konstruieren kann.

Einerseits hat man gesehen, dass es moglich ist die Lagrangian mit der Wahl der Quadrik
QO bzw. Qév zu konstruieren, die zur jeweiligen Raumzeit die betrachtetet werden sollen
gehoren. Somit konnte man QE‘) als spezielle Legendre-Transformation-Quadrik definieren,
die es erlaubt zu einem gegebenen Lagrangian den zugehorigen Hamiltonian iiber den von
ihr induzierten LT-Polar aus [Gleichung (4.13))| zu konstruieren.
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

Bevor der dynamische Constraint, der in[Abschnitt 3|eingefiihrte wurde in dem dieser Arbeit
zugrundeliegenden mathematischen Konstrukt verwendet wird, werden Eigenschaften
des Konstrukts in der Praxis aufgezeigt. Daher wird nun zunéchst die Struktur des
zugrundeliegenden Kérpers K, in Bezug zur Minkowski-Quadrik Q7 zum Standardcenter
untersucht, wobei alle Rechenoperationen in diesem Kapitel modulo einer 3 mod 4 Primzahl
erfolgen, sofern nicht explizit etwas anders vermerkt wird. Die dabei vorkommenden
Abbildungen sind mit einem selbst erstellen Python-Modul angefertigt worden. Dieses
verwendet aber auch {ibliche Python-Modulo wie Numpy, Matplotlib und andere, siche
Zelle Modulimport im Quellcode. Der Quellcode befindet sich im Ordner der mit dem
Link, der im Literaturverzeichnis in der Quelle [29] hinterlegt ist, abgerufen werden kann.
Der Code ist open-source, kommentiert und stimmt in der Notation mit dieser Arbeit im
wesentlichen iiberein. Er sollte daher zusammen mit dieser Arbeit nachvollziehbar sein.
Ein grober Uberblick iiber seine Funktionalitit ist im zu finden. Weiter ist es
von Vorteil, manche der Abbildungen mit den an den entsprechenden Stellen hinterlegten
Links abzurufen, da sie dann in einer hoheren Auflésung betrachtet werden kénnen. Dabei
wird in der Bildunterschrift der i-ten Abbildung ein in digitaler Form klickbarer "Link {i}"
zu finden sein, wobei fiir die schriftliche Form ein Verzeichnis im angelegt wurde.
Im Fall, dass auf eine Sammlung von Abbildungen verwiesen wird, welche ergédnzend zu den
hier gezeigten zu verstehen ist, empfiehlt es sich den verlinkten Ordner herunterzuladen.
Denn die Namen der Abbildungen fiithren auf eine logische Reihenfolge in der die Sammlung
das zeigt, was sie versucht zu zeigen. Dabei hélt der File-Explorer unter Windows die
Sortierreihenfolge bzgl. dem Namen ein, wohingegen die Sortierung nach dem Namen unter
dem jeweils hinterlegten Link nicht korrekt im Browser umgesetzt wird.
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Angenommen, die finite projektive Geometrie ist eine geeignete Wahl fiir die Beschreibung
der Natur, dann sollte sie es aber auf kleinen Skalen sein. Denn in diesem mathematischen
Konstrukt ist kein Abstandsbegriff im herkémmlichen Sinne definierbar. Stattdessen
wird mit der Quadrik und einer Geraden, auf dem affinen Unterraum L{]Kg ein Schnitt
gebildet und somit eine Einheitslange festgelegt. Dieser die uns kleinst bekannten Léngen
zuzuordnen, Plankldnge und Plankzeit, scheint sinnvoll. Dann bedarf es aber eines Limes,
der auf grofse Skalen fiihrt und somit auf Ergebnisse, die aus dem Reellen bekannt sind.
Dieses Argument wird in noch weiter ausgefiihrt.

Doch zunéchst soll die zwei dimensionale flache Raumzeit im finiten projektiven untersucht
werden, also die Minkowski-Quadrik aus |Gleichung (2.7));

-1 0 0
Q=10 1 o0 |. (5.1)
0 0 +g¢2

Bewusst wurde im vorherigen Satz "zwei dimensionale flache Raumzeit" geschrieben, da
der affine Unterraum U ]ngz der Raum der Anschauung ist, welcher eine zwei dimensionale
Raumzeit ist, die ihre Struktur durch die Form der Minkowski-Quadrik erhélt. Dabei ist der
UKI=? im K¢ eingebettet, was die zusitzliche Dimension also den dritten Eintrag in der
Quadrik der [Gleichung (5.1))| erklért. Diese zusétzliche Dimension hat man sich automatisch
"eingefangen" als man einen koordinatisierten finiten projektiven Raum als minimales
mathematisches Konstrukt zur Beschreibung der Natur gewihlt hat (vgl. die[S.[4] [Definition]
[2.11{ und [Korollar [2.3)). Eine Koordinate x4 dieser zusétzlichen Dimension wird im Weiteren,
anschaulich gesprochen, als Hohe bezeichnet, bei der der L{]K;f betrachtet werden soll und

mit U ]Kg‘% notiert. Dabei sind die sich ergebenden Strukturen der Raumzeit im U ]Kg fiir
die jeweiligen Hohen quasi dquivalent. Dies sieht man, wenn man zunéchst die Struktur
der flachen Raumzeit zu einer festen Hohe x4 betrachtet, die durch die Gleichung:

Flgewa)?|, = —2g + 2t + ..+ 2 (5.2)

gegeben ist und den rechten Teil der [Gleichung (5.2))] als raumzeitlichen Abstand A?s =
(# — 0)? zum Ursprung 0 des Ll]Kg|xd interpretiert. Damit hat jeder Punkt, der Losung der

Gleichung ist, den raumzeitlichen Abstand F(g+24)? ‘x . Somit hat jeder Losungspunkt
auf der Hohe x4 = 1 und bei einer zueinander symmetriseﬁhen Skalierung von raumlichen
und zeitlichen Koordinaten (vgl. Erlduterungen zu |Gleichung (2.7))), also fir g, =1=g¢_,
einen raumzeitlichen Abstand zum Ursprung von Eins. Fiir eine andere Hohe x; = -4 oy=1
ist der raumzeitliche Abstand lediglich um A skaliert, die Struktur selbst ist somit quasi
aquivalent. Dies kann man sich im Reellen leicht anschaulich klar machen. Denn im Reellen
sind die Schnitte der Minkowski-Quadrik mit dem U ]Kg:2 kontinuierliche Hyperbeln, die
sich fiir wachsende Hohen auf dem i/ ]Kzf)l:2 entlang von seinem Ursprung entfernen und
somit skalierte Einheitsldngen festlegen (vgl. Abb. . Auf finiten Korpern liegt diese
anschauliche Interpretation von [Gleichung (/5.2)| nicht wie im Reellen vor. Denn die Form
des Graphen, also der Schnitt der Quadrik mit dem L{]Kg’md, ist Vag € [1;(p—1)/2] eine
andere und das vermutlich fiir alle p € P und nicht nur fiir einige p die fiir die numerischen
Simulationen gewahlt wurden, die im Folgenden erlautert werden. Jedoch hat auch im
finiten projektiven Raum jeder Losungspunkt der [Gleichung (5.2)| den raumzeitlichen
Abstand F (gixd)Q‘zd zum Ursprung. Damit liegt auch im finiten projektiven Raum fiir
jede Hohe die quasi dquivalente raumzeitliche Struktur vor, obwohl die Veranschaulichungen
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

der Losungsmengen auf dem Ll]K;l kontraintuitiv mit den Vorstellungen aus dem Reellen
sind.

Plots der Minkowski-Quadrik, also Plots der |Gleichung (/5.2))} sind prinzipiell dadurch
zustande gekommen, dass entsprechend der Dimension d-viele Schleifen genutzt wurden,
um das d-fache Kartesische Produkt des zugrundeliegenden Koérpers KK, zu bilden. Die
dabei zustande kommenden Punkte wurden jeweils in den Minkowski-Constraint, also
|Gleichung (j5.2))| eingesetzt. Falls der jeweilige Punkt den Constraint erfiillt hat, wurde
er abgespeichert. Bei anschliefsender Betrachtung der Visualisierung der sich ergebenden
Losungsmengen, fiir ein p zu verschiedenen Hohen z4—o iiber dem Koérper K, stellt man
fest, dass die diskreten Punkt-Muster nicht notwendigerweise stets an diskrete Hyperbeln
erinnern. Viel mehr ergeben sich fiir jede Hohe unterschiedliche Muster, welche pro Héhe
tiber verschiedene p hinweg zudem auch nicht gleich sind (vgl. [Abbildung 10]). Dennoch
wurde "viel" herumprobiert, um Gemeinsamkeiten in diesem scheinbaren Chaos zu finden.

Als erstes fillt auf, beim Begutachten verschiedener Hohen fiir verschiedene Primzahlen,
dass es so aussieht, dass die Anzahl der Quadrik-Punkte pro p iiber die Hohen hinweg
gleich ist. Deshalb wurde dies fiir 3mod4 = p € [0; 600] U 1091 = Pf’m?‘ C P iberpriift.
Dafiir wurde zunéchst fiir die genannten p die Lésungen fiir die jeweiligen moglichen Hohen
T4—p € [1; (p—1)/2] =t H, berechnet. Anschliefend wurde die Anzahl N, der Losungen
pro Hohe x4 und p gezahlﬂ jeweils fiir die plus und minus Mmkowskl—Quadrlk Qo zum
Standardcenter. Wenn diese fiir ein p iiber die verschiedenen Héhen hinweg konstant
war, wurde diese Anzahl gespeichert. Abschlieftend wurde gepriift, ob die Anzahl dieser
gespeicherten N;'fxd—Zahlen gleich der Anzahl der verwendeten p war. Falls das der Fall ist
wird vom PC ein True als Riickmeldung ausgegeben, was fiir die genannten p der Fall
war. Kompakter ausgedriickt:

= {Nyus | (Vz4—p € Hy) N, = const.}
>INl = [pE| = True. (53)
p € p3md

[

Fiir eine Z,,- oder Q,,-Naherung war dies nicht der Fall, dabei werden bei diesen Nahe-
rungen Z und Q durch ein zy = 2o(p) beschrénkt, sodass sie endlich sind. Doch zu diesen
Néherungen im Verlauf des Abschnittes mehr. Fiir den Koérper R hingegen wiirden sich
offensichtlich fiir jede Hohe aus R die gleichen Hyperbeln ergeben. Abschlieffend wurde
fiir jedes p € ]P‘Fm‘]l festgestellt, dass die tiber die verschiedenen Hohen hinweg konstante
Anzahl von Losungen Nzi[m fiir die verschiedenen p gegeben ist durch p — 1. M.a.W:
VpeP™) Ny, ,=p—1 (5.4)

PTq=2

Die Vermutung, dass die in[Gleichung (5.3) & (5.4)|gefundenen Resultate (Vp € P) gelter["]
scheint berechtigt zu sein. Warum es sich lohnen wiirde, diese Gleichungen mathematisch
fundiert fiir alle p zu begriinden, folgt im Verlauf des Abschnittes. Doch zunéchst soll eine
weitere interessante Beobachtung hervorgehoben werden.

Sei die Anzahl der Losungen N;[z? pro Hohe fiir ein p gegeben durch p — 1, wobei die
Anzahl der méglichen Héhen durch (p — 1)/2 = |H,| unmittelbar durch [Gleichung ({2.3))
gegeben ist.

Dabei meint gezihlt eine Michtigkeit-Messung der Menge durch den PC.

1"Ein Beispiel fiir p = 143 # 3 mod 4 wurde gepriift, fiir dieses gilt [Gleichung li & lﬂ ebenso.
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Abbildung 10: Losungen der Minkowski-Quadrik Q(jf fiir Primzahlen p und Hohen x9, Lichtkegel
L.. Links: 29 = 1. Rechts: Diverse z5. Hohere Auflésung unter Link {1}.
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

Weiter seien, da die Muster fiir die verschiedenen Héhen immer unterschiedlich@ sind,
die Losungen zu einem p fiir jede Hohe unterschiedlich. Dann ist die Gesamtanzahl der
Losungen der plus-minus-Quadrik fiir alle Héhen z4-0 € H, gegeben durch:

’Qtijp =2-(p-1-(p-1/2=p"-2p+1L

Addiert man hierzu noch die Anzahl der Lichtkegel-Punkte |L.,| = 2p — 1, wobei eine
Diagonale durch p-Punkte gegeben ist und der Ursprung nicht doppelt zu zéhlen ist, so
erhalt man:

!QSTHP +|Lepl =p* =20 +1+2p -1 =p" = |K|. (5.5)

Um diese Vermutung zu bekréftigen, also dass die Losungen pro Hohe unterschiedlich
sind, wurden die Losungen aller Hohen zu einem p in einer Ebene dargestelltm und das
jeweils (Vp € ]me‘]*) Denn sollten die Losungen i.d.T fiir alle Héhen zu einem festen p
unterschiedlich sein, so sollte sich ein Muster im Plot ergeben, dass die komplette Ebene

]K2 K, x K, bis auf den Lichtkegel ausfiillt. Denn wie zu den |Gleichungen (5.3) & (5.4)

erlautert Wurde ist zu einem p € IP?m4 die Anzahl der Losungen tiber die Hohen hinweg

konstant und durch p — 1 gegeben. Wenn nun aber die Losungen zu einem p iiber die
Hohen hinweg teilweise gleich sein sollten, dann werden neben dem Lichtkegel Liicken in
den Plots zu sehen sein. Fiir die Primzahlen p = 151,523, 1091 sind in der
links die Losungen aller moglichen Hohen zum jeweiligen p in einer Ebene dargestellt.
Fiir alle anderen p € ]Pf’m ergaben sich ebenfalls Plots, die die gesamte Ebene ]K2 bis
auf den Lichtkegel ausfiillen und diese sind unter dem Link {4.1} abrufbar. Begutachtet
man nun diese Abbildungen mit der Methode des kontinuierlichen Anstarrenﬂ so kommt
man zu der Vermutung, dass wenn man alle roten Punkte, also die Lésungen Qaf H,» AUS
dem oberen Lichtkegel-Quadranten um 90° im mathematischen Drehsinn um die x5-Achse
rotiert, dass sie dann genau an den Stellen landen, an denen momentan blaue Punkte,
also Losungen Q) H,» 1M linken Lichtkegel-Quadranten sitzen. Entsprechend sollten die
roten Punkte aus dem unteren Lichtkegel-Quadranten bei einer Drehung um 90° im
mathematischen Drehsinn um die xz,-Achse, die blauen im rechten Lichtkegel-Quadranten
iiberdecken. Analog dazu verfahrt man mit den blauen Punkten aus dem linken und rechten
Lichtkegel-Quadranten. Mit diesem Vorgehen erhélt man zwei Dreiecke, die vollstdndig
mit roten Punkten ausgefiillt sind und zwei die mit blauen Punkten ausgefiillt sind (vgl.

Abbildung 11| rechts). Ein dazu analoges Resultat erhédlt man ebenfalls (Vp € ]Pf’m?) und
ist in den Plots, die unter dem [Link {4.2} aufrufbar sind, nachvollziehbar.

Somit wurde zumindest (Vp € ]P‘E’mjl) gezeigt, dass die p — 1 Losungen pro Hohe einzigartig

sind. Daher fiillt die Darstellung der Losungen aller Hohen in einer Ebene den gesamten
]KZ bis auf den Lichtkegel aus, ohne das dabei Losungspunkte doppelt vorkommen. Mit
einer Rotation der entsprechenden Punkte, wie zuvor beschrieben, erhélt man fiir all die
genannten p ein zu R analoges Bild. Denn blickt man im R? auf die (z¢, x1)-Ebene, wihrend
in ihm die Minkowski-Quadrik fiir d = 2 dargestellt wird, so sicht man kontinuierlich
ausgefiillte rote und blaue Dreieckspaare (vgl. .

18Man klicke sich durch die Zahlreichen Abbildungen, die unter dem [Link {2} zu finden sind.

YMan blickt also von "oben" auf die Uberlagerung aller UKZ_ psr. 20 den jeweiligen Hohen.

20Es ergab sich dabei auch noch die Vermutung, dass die hoheniiberlagerten Muster iiber verschiedene p
hinweg mit einander zusammenhéngen. Die Plots unter dem |Link {4.3} zeigen jedoch keinen klaren
Zusammenhang.
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Abbildung 11: Minkowski-Quadrik Q(jf. Links: Losungen aller Hohen in einer Ebene dargestellt,
fiir die jeweiligen p = 151,503, 1091. Rechts ist durch Rotation der entsprechenden Punkte, wie
im Absatz zu |Gleichung ([5.5)| beschrieben, aus dem zugehérigen linken Plot entstanden. Hohere

Auflésung unter Link {3}
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

Die zuvor beschriebene Rotation der Losungspunkte wurde nur verwendet, um zu sehen,
dass sich dann ein zu R analoges Bild ergibt. Denn sie verdndert die Losungsmenge wie sie
wirklich iiber dem Koérper KK, vorkommt auf eine unzuléssige Weise. Dennoch konnte man
damit sehen, dass auch iiber K, Punkte auf dem U ]Kf,!zd zu den verschiedenen Hohen x4

durch Linien, also durch Aquivalenzklassen gegeben sind. Allerdings springen diese Linien
von Hohe zu Hohe scheinbar wild umher und verhalten sich nicht wie in R. In R sind es
unendlich viele und unendlich dichte geradlinige Linien, also Geraden, die zu kontinuierlich
ausgefiillten Dreiecken fithren, bei einem Blick von oben auf die Bi-Kegel. Das durch p
charakterisierte Muster der umher springenden Aquivalenzklassen in links
ist auf die in K, notwendige modulare Addition und Multiplikation zuriickzufiihren. Auch
wenn die Linien deshalb {iber die Hohen hinweg umher springen, liegt mit dem bisher
Gesehenen die Vermutung nahe, dass sich eine Losungsmenge von Punkten auf eine andere
Hohe skalieren lasst und dann i.d.T. Losungsmenge auf dieser Hohe ist, analog zu R.
Dabei ist mit dem auf eine andere Hohe skalieren gemeint, dass ein jeder Punkt der
formell berechneten Losungsmenge, wie es bisher immer geschehen ist, mit einem Skalar
multipliziert wird. Es bietet sich also an, einen jeden Punkt der berechneten Losungsmenge
fir die Hohe 24 = 1 mit einem ), € H, zu multiplizieren und mit der zugehérigen formell
berechneten Losungsmenge fiir die jeweilige Hohe zu vergleichen, ob i.d.T. die identisch
gleichen Losungsmengen vorliegen. In R ist es intuitiv klar, dass dies der Fall sein wird.
Auch in K, muss es wegen £ = A - 2 und der Tatsache, dass nur homogene Constraints
behandelt werden, in denen ein skalares vielfaches keine Rolle spielt, ebenso funktionieren.
Dennoch machen Bilder, wie sie in links zu sehen sind, das Ganze kontraintuitiv.
Deshalb wurde (Vp € ]Pf’m?) zunachst die Losungsmenge formell fiir die Hohe o = 1 der
Minkowski-Quadrik berechnet. Anschliefsend wurde zu einem p die Lésungsmenge zur Hohe
xo = 1 auf alle Hohen 25 € H), jeweils skaliert und gespeichert. Abschliefend wurden all
diese skalierten Losungsmengen mit den zugehorigen formell berechneten Losungsmengen
fiir die jeweilige Hohe, fiir alle genannten p auf Identitat iiberpriift. Wie zu erwarten war,
wurde die Gleichheit verifiziert, durch die Ausgabe eines True vom PC nach Priifung der
entsprechenden Bedingungen. Zudem kann man sich visuell davon iiberzeugen, zumindest
fiir einige p und Hohen, in dem man die Plots unter dem Link {5} abruft.

Das heifst, obwohl sich fiir die jeweiligen Hohen zu einem p einzigartige Muster ergeben,
sind die jeweiligen Punkte des Musters iiber die Hohen hinweg die Gleichen, da sie jeweils
einer Aquivalenzklasse angehérig sind, auch wenn ihre Position sich nicht wie in R mit dem
Verhalten einer Gerade erkléren lédsst. Sondern durch Linien, die wegen des modularen
Charakters der Verkniipfungen iiber die Hohen hinweg umher springen.

Das umher Springen der Aquivalenzklassen, welche in R simple Geraden sind, soll mit der
veranschaulicht werden. In dieser wurde der Ubersichtlichkeit halber nur den
Losungen der positiven Quadrik Q Zahlen zur Identifizierung der Aquivalenzklassen, iiber
die Hohen hinweg, zugewiesen. Dabei muss an dieser Stelle darauf hingewiesen werden,
wie diese Plots zustande gekommen sind. Denn es wurde die formal berechnete Losung
zur Hohe x5 = 1 auf die jeweils dargestellten Hohen skaliert. Was, wie aufgezeigt, kein
Problem darstellen darf. Es wurde dieser Weg gewéhlt, da es programmiertechnisch dann
wesentlich einfacher ist, die Aquivalenzklassen {iber die Hohen hinweg zu verfolgen. Denn
hat man die Losungen zu einer Hohe, dann sind diese ein zweidimensionales Array, dessen
Zeilen Punkte, also Losungen darstellen. Nun ergibt sich die Losung zu einer anderen Hohe
durch Multiplikation der Punkte mit dem entsprechenden Skalar. Somit weiff man, dass
die i-te Zeile fiir jede Hohe die i-te Aquivalenzklasse ist.
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Abbildung 12: Minkowski-Quadrik Qoi, Lichtkegel L.. Verhalten der Aquivalenzklassen iiber
die Hohen hinweg lésst sich durch den ihnen zugeordneten Nummern nachverfolgen. Hohere
Auflésung unter Link {6}.
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

Priift man hingegen mit Schleifen, welche das kartesische Produkt realisieren, ob die sich
dabei ergebenden Punkte Quadrikpunkte sind oder nicht, hat man zwar iiber verschiedene
Hohen hinweg immer die gleiche Reihenfolge durch die Schleifen gegeben, jedoch springen
die Aquivalenzklassen iiber die Hohen hinweg. Sie indern also ihre Position im Zahlengitter.
Somit miisste man nun wieder iiber Schleifen priifen, welcher der Punkte zu einer Hohe
durch skalare Multiplikation aus einem Punkt zu einer anderen Hohe hervorgegangen ist.
Dieses Vorgehen ist was die Rechenzeit angeht dufserst ineffizient und umsténdlich und
kann durch Ausnutzung von & = X -  vermieden werden.

Nun wurde {iber eine ganze Seite hinweg der scheinbar triviale Sachverhalt, dass die
Losungen einer Hohe berechnet werden kénnen, indem die Losungen einer anderen Héhe
auf die jeweilige Hohe skaliert werden, breitgetreten. Dies wurde getan, da es mit Plots
der Quadrik tiber dem Korper K, vollig kontraintuitiv ist, dass es i.d.T. funktioniert.
Aber insbesondere wurde es getan, um hervor zu heben, dass sich der Kérper K, im
Prinzip analog zu R bzgl. der Quadrik verhélt. Denn I, ist wie R bzgl. der Losungen der
Quadrik vollstéandig (vgl. [Abbildung 11)). Dabei ist des Pudels Kern dieser Behauptung
in den |Gleichungen (5.3) & (5.4)| zu finden. Kann man also zeigen, dass diese p — 1
Losungen einzigartig sind, so folgt automatisch, dass sie fiir die verbleibenden (p—1)/2—1
Hohen ebenfalls einzigartig sind. Denn sie ergeben sich jeweils aus der Multiplikation mit
einem Skalar z; € (1; (p — 1)/2] C K,. Somit kann der K=, bis auf den Lichtkegel,
vollstéandig mit den Quadrikpunkten zu allen Héhen abgedeckt werden. Dabei durchlaufen
die (p — 1) einzigartigen Zahlen-Tupel zu einer Hohe jeweils die Zyklische Achse. Dies wird
insbesondere anschaulich ersichtlich, wenn man in die Plots zu den Hohen 5
und —5 miteinander vergleicht. Denn auf der Hohe 5 ist die O-te Aquivalenzklasse in der
oberen Halfte des rechten Lichtkegel-Quadranten und auf der Hohe —5 ist sie in der unteren
Hélfte des linken Lichtkegel-Quadranten. Hierbei wird aulerdem das Geradenverhalten
und somit die in erwahnte Disjunktheit der Aquivalenzklassen ersichtlich.
Denn alle Punkte erfahren beim Ubergang von der Hohe 5 nach —5 eine Punktspiegelung
bzgl. dem Standardcenter. Von diesem Verhalten kann man sich fiir einige p fiir alle Héhen
unter dem Link {6}| iiberzeugen. Damit sollte man an dieser Stelle zwischen einer Linie und
einer Geraden im Kontext der finiten projektiven Geometrie klar unterscheiden. Denn eine
Linie wurde in des projektiven Raums, als eine Ansammlung von mindestens

drel miteinander inzidierenden Punkten definiert.

Definition 5.1 (Gerade per Punktspiegelung). Eine Linie heiftt Gerade g, wenn:
fiir all ihre Punkte fiir je zwei Punkte gilt, dass der eine ' aus dem anderen &
aus einer Punktspiegelung beziiglich dem Punkt der dazwischen liegt Z. hervorgeht.
DL (VE Z.€9)2f. —F=0" =7 €g

Mit dieser Auffassung einer Geraden verhélt sich KK, i.d.T. wie R bzgl. der Losungen der
Minkowski-Quadrik, obwohl in K, die Geraden tiber die Hohen hinweg umher springen.
Denn in einem gewissen, durch p beschréankten endlichen Raumbereich, ist K, wie R
vollsténdig bzgl. der Anzahl der Losungen der Minkowski-Quadrik. Weiter sind es in R die
unendlich dichten geradlinigen Linien die einen gewissen zwei dimensionalen Raumbereich
von oben betrachtet vollstandig mit vier Dreiecken ausfiillen. Wahrend es in K, die umher
springenden Linien sind. Diese Aquivalenzklassen sind auch in K, Geraden im Sinne
der [Definition [5.1} Denn einerseits kann man sich anschaulich davon iiberzeugen, wenn
man in [Abbildung 12| eine beliebige der nummerierten Aquivalenzklassen aussucht, ihre
Koordinaten zu einer Hohe x4 abliest und anschlieftend die Koordinaten der gleichen

2IDjese Formel ergibt sich, wenn man den Koordinatenabstand von & bzgl. Z. betrachtet und diesen zu

den Koordinaten von Z. addiert, also: (£'); = (Z. )i + [(Z¢ )i — (&);] (vgl. dazu [Abbildung 13])
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Klasse auf der néchst hoheren Hohe z.4 = x4 + 1 abliest und diese als das Spiegelzentrum
auffasst. Anschliefend wendet man die [Definition [5.1] einer Geraden an und erhélt damit
die Koordinaten der ausgesuchten Aquivalenzklasse auf der Hohe xy = T4+ 2, wobei
modulare Rechenoperationen auszufiihren sind. Andererseits kann man sich davon mit
folgendem Beweis iiberzeugen.

Es sei die Quadrik Qoi aus |Gleichung 1} gegeben und ¢? := +g2. Weiter seien:

b= (7, " € Qfl,, = —gui =7 (56)
:%c = [fcy Ted = Xd + 1]T S QgLﬂcd — _gzxz,d = _»02' (57)
Die Behauptung ist, dass:
i =2zl e QF . =, mit
d

—/ — —

7' =27, —Zund z); =24+ 2.

Also das je drei Losungen zu drei Hohen auf einer Geraden liegen.
Das heifst es miisste folgendes wahr sein:

: —gzx(f

:1_:'/2
—g*(za +2)* = (27, — 7)?

|[Ausnutzung von Gleichungen (5.6) & ((5.7))| auf der rechten Seite ergibt:

— g%2% — 4g° — 4gPxy = —492xid e R
Kiirzen & ‘ - (—=1/4) liefert weiter:
G+ grg=gl + T T
T 7= g* (1 +ag) — gzxid = " Teq — 92373@ =
= ¢*Tea(l — Tea) = Pxea(l —xq — 1) =

2
= =9 T4Tcd

2
—0 °TgTeq = —ToTeo + T1Te1 + oo + Tg_1Tcd—1

Weiter werden mit { -1/x.q die Koordinaten z.; auf die Hohe 1 normiert und mit |- z4

werden sie auf die Hohe z4 skaliert (vgl. dazu [Abbildung 13]). Somit folgt:
—g*ry = —ag + i+ .. +as =37 a

Damit fiihren die Geraden sowohl in R als auch in K, zu einer Vollstandigkeit bzgl.
der Losungen. Warum es sich Lohnen konnte, diese Vollstandigkeit von K, bzgl. der
Quadrik-Punkte mathematisch fundiert zu Begriinden, zeigt sich in [Abschnitt 6

Um diese zu R analoge Vollstandigkeit bzgl. der Quadrik von I, abschliefend zu unter-
mauern, soll ein Vergleich zwischen K,, Z,, und Q,, erfolgen. Dabei stellt

Z,, = {—ZO, e 0,20 20 = [V (p— 1)/2j} (5.8)
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5. Flache Raumzeit im finiten projektiven Raum

eine Z Néherung dar (vgl. [17]), in der wie in Z iiblich auf modulare Rechenoperationen
verzichtet werden kann. Denn fiir in diesem durch 7., definierten Bereich verhalt sich der
Korper K, bzgl. den Rechenoperationen wie Z. Weiter soll zu illustrativen Zwecken:

Z
Q., = {q =~ | Z,N € ZZO} (5.9)

dienen und dabei endlich sein und mit ihm auch auf modulare Rechenoperationen verzichtet
werden. In den iiber diesen Zahlenfeldern entstandenen [Abbildungen [14] links und rechts|
wurden alle Héhenldsungen in einer Ebene dargestellt. Somit kann man ihnen entnehmen,
dass mit der Wahl dieser Felder "viele" Losungen abgeschnitten wurden, verglichen mit
Bildern, die sich fiir K, bzw. R ergeben. Weiter sieht man, wie sich nicht springende
Geraden anfangen zu bilden. Insbesondere bei der Hinzunahme von rationale Zahlen.

f’ U]Kd ‘éd f" ,/
@ a x!i . U]Kg’xé

A H

Xc R

Q B Xe Te,d Z/[]Kd
2 A ()—C‘C)i + (J—C‘)l xc,d ) / Plzc g
©® it UK?

= Go)i — (@) = (%), -

x‘l

UK

Abbildung 13: Links: Zur Punktspiegelung. Die Punkte auf dem L{]Kg, welcher auf abstrakte
Weise als Zeichenebene dargestellt wird, wurden mit ® markiert, was nicht heiffen soll, wie
iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind.
Rechts: Zur Héhenskalierung. Die Linien zu den verschiedenen Hohen sind auf abstrakte Weise
stellvertretend fiir den Z/{]Kg zu verstehen. Die sich iiber I, ergebende Gerade sieht nicht wie hier

dargestellt geradlinig aus (vgl. [Abbildung 12)). Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.
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Abbildung 14: Minkowski-Quadrik QS—L, Lichtkegel L.. Losungen aller Hohen in einer Ebene
dargestellt, tiber links: Z,, und rechts: Q,. Hohere Aufldsung unter Link {7}.
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6. Harmonischer Oszillator

Der dynamische Constraint aus [Definition [3.5| soll nun genutzt werden, um die Trajektorie
eines harmonischen Oszillators in einer flachen Raumzeit, im Rahmen der finiten projektiven
Geometrie, zu konstruieren.

Fiir den harmogischen Oszillator aus der klassischen Mechanik ist bekannt, dass er durch
die Gleichung Fj;.s. = —k 7 beschreibbar ist. Weiter lasst sich nach der SRT die Vierkraft
K schreiben als:

l—(*T _ 7;4— _:UT Fklas.,T ) _ —]{3’}/;4_ Ur - Tr 7 (61)
277—(177— : Fklas.,T) + 7_2Fklas.,7— 277—<177— : FT) + 7_27:’7-

wobei nach 7 parametrisiert wurde und im letzten Schritt die Gleichung des harmonischen

Oszillator verwendet wurde. Weiter ist 7, der momentane raumliche Ort des oszillierenden

Massenpunkts und o, bezeichnet seine raumliche Geschwindigkeit. Somit ergibt sich fiir

die projektive Beschleunigung mit d = 2:

4 Uy, r—1T1,7 4 Ur,7—1T1,7 o
~ A ~ _k’YT—l/m o _k’yT_l ar
ar = SmflKT = X1+ = X1r = )
Tg=2
aq—2 mM Q=2

wobei S,,-1 = [diag(mlgy—y, 1)]7! einen Streckungsoperator auf der affinen Hyperebene
UK?=2 darstellt und die 7 — 1-te-Geschwindigkeit im 7-ten-Punkt zu verwenden ist (vgl.

Abbildung 15). Wie zum dynamischen Constraint erliutert, wird eine Geschwindigkeits-

anderung auf dem U]Kg im Punkt 2, dadurch realisiert, dass die bzgl. diesem Punkt
verschobene Quadrik verwendet werden muss und das durch den dynamischen Constraint
gefordert wird, dass die zu 7 vorher und nachher Geschwindigkeiten auf dieser verschobenen
Quadrik liegen sollen. D.h. es ist die Quadrik zum verschobenen Center:

br = &r D by = (w4 + drag, 23] = [T, + 3, , 24]" (6.2)

zu verwenden. Man rechnet also die Quadrik, wobei ¢* := +¢7, zu diesem Center aus:

zaly 0| |ang —nac:

Qgr = T—Té Q(J)FT—éT = = (6.3)
4 T T nT 2
—C; X4 0 g xg
—1? 0 0 0 TaCo.r
0 x> 0 0 —Z4C1 +
9 d ,
Lqhd —ZLaNdCr | d=4 )
= = 0 0 iy 0 —XqCar

SNT 22, 2.2

—xq(nacy)’ CF+giay 0 0 0 2
x —x4C

d dt3,7

=2 2.2
TiCo,r —TdClr —TdCor —TdC3, Cf +g°Ty
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6. Harmonischer Oszillator

Das die Geschwindigkeiten zum jeweiligen 7 auf der Quadrik liegen sollen, ist gleichbedeu-
tend damit, dass die Punkte vorher und nachher bzgl. dem jeweiligen 7 Quadrikpunkte
sein sollen. Somit berechnet man:

T
- 2 — 2 o
AT A+ - Z TyNdlr+1 —ZgNdCr
0= CUﬂ':l:lQ@_,_‘TT:I:I - N o _"2 9 o -
g —Zry1 - G (CF 4 g°x5) T4
222 2= > 222 | 2.4 _
= Tglryy — 20Ty - Cr + 2yC7 + 970 =
— (= SN2, 22
= (T — G )+ g7z (6.4)

Um nun ein Programm schreiben zu konnen, welches nummerisch iterativ den dynamischen
Constraint 16st und somit sukzessiv eine Menge von Punkten erstellt, welche die Trajektorie
bilden, wurde die erstellt. Sie stellt nur eine Stiitze dar, um das Prinzip des
dynamischen Constraint formeltechnisch fiir ein paar 7-Schritte zu erfassen und erhebt
somit keinen Anspruch darauf, dass sich genau dieses Bild bei der Trajektorie-Konstruktion
ergibt, was sich aber nicht auf die Umsetzung des zugrundeliegenden Prinzips auswirkt.
Die Zeichenebene steht stellvertretend fiir den U ]Kg und sein Standardcenter kann relativ
zu der Zeichnung irgendwo liegen.

Beim erstellen dieser Zeichnung kam der Gedanke auf, dass die Punkte Z, und 2z oder
Zr41 und 27, nicht notwendigerweise von vornherein identisch sein miissen. Um dies
nummerisch analysieren zu konnen, muss zunéchst im folgenden Absatz die Konsequenz
diskutiert werden.

UK!

Abbildung 15: Zur Erfassung des dynamischen Constraint fiir ein nummerisch iteratives
Programm. Vektoren des Ll]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was nicht heifsen soll, dass sie
tatsdchlich in der Zeichenebene liegen miissen. Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise
den Ll]Kg reprasentieren. Die Punkte des P]Kg wurden mit @ markiert, was nicht heiffen soll, wie

iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind.
Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.

Zunéchst iiberzeugt man sich, dass der Graph der Losungsmenge der Quadrik punktsym-
mertrisch bzgl. des aktuellen Centers ist, also dass —q(—(Z,+1 — &) = ¢(—(Tre1 — 7)) =
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(—(Zr41 — &))? + ¢*(—24)? = q(2741 — ¢;) gilt. Damit kann wie folgt argumentiert werden.
Seien die Punkte @,_1, 2,41 € QF gegeben und sei &, = &/ € Q7 gegeben. Dann folgt
sofort, wegen Punktsymmetrie bzgl. é,,1, dass @42 auch auf Q/,, liegt. Wenn man nun
2,13 konstruieren mochte, wobei @, q, 1,10 € QF o wegen des dynamischen Constraint
sein miissen, dann miisste &, = 2/, € Qf,, sein. Denn wenn @,y # &/, wire,
dann wire zwar per Startkonstruktion der dynamische Constraint fiir 7 4 1 erfiillt, da
Ur, Uryq € Q;Zrl sind, aber fiir 7 4 2 wére er nicht erfiillt. Denn fiir 2., # 2/, wiirde nur
Urio € Q;Q sein, aber .1 ¢ Q;Zrz sein, da wie behauptet, nicht notwendigerweise von
vornherein ;41 = &/, gelten muss. Man hétte also zwei Geschwindigkeiten 4,1 € QF,,
und 4., € Q}.,. Das verbietet aber der dynamische Constraint, denn er fordert, dass
iy =0l € (QF, AQF,,) sein muss, also dass &,41 = 2, sichergestellt werden muss,
da er V7 zu erfiillen ist.

Geht man aber zunéchst einmal davon aus, dass die Deckungsgleichheit von Z,,; und
2, nicht von vornherein sichergestellt ist, dann stellt sich die Frage, wie soll das (V1)
erreicht werden. An den Punkten Z, und damit an den projektiven Geschwindigkeiten
i, und Beschleunigungen a, kann man nicht von aufsen eingreifen, da sie sich aus dem
dynamischen Constraint auf dem i/ ]Kg heraus entwickeln lassen miissen. Somit sind die
Positionen der Center ¢, = [Z; + @, , 74]7 auf dem U]Kg ebenfalls unantastbar. Blickt
man nun auf [Gleichung (6.3} so stellt man fest, dass noch nur die Parameter 2 und g¢*
iibrig bleiben.

Der reelle Zahlenkérper wird nun voriibergehend als Abhilfe herangezogen, um anschaulich
argumentieren zu konnen. Mit g2 als Koeffizient vor dem 22 in [Gleichung (/6.4))| bewirkt man,
dass die Hyperbelpaare in naher an das jeweilige Center heranriicken oder
von ihm auf dem i/ ]KZ weg geschoben werden. Lasst man nun g fest und verédndert die Hohe
xq, hat dies den selben Effekt bzgl. der Hyperbelpaare. Dieser Effekt ist genau das, was
benotigt wird, falls sich i.d.T. 2,41 # 2/, herausstellen sollte. Hier mit Hyperbelpaaren
zu argumentieren ist zuldssig, da fiir physikalisch sinnvolle Resultate nach |Gleichung (4.9))
die positive Quadrik Q™ fiir Berechnungen zu wahlen ist und die positive Quadrik dufert
sich in Dimensionen d > 2 ebenfalls als Hyperbelpaar auf dem L{]Kg. Man vergleiche dazu
|Abbildung A.1| und |Gleichung (A.2))|im [Anhang Al (wobei die negative Quadrik fiir die
Léangenfestlegung der iibrigen d — 1 Achsen dient). Hier mit Bildern der Quadrik aus dem
Reellen, also mit Hyperbelpaaren zu argumentieren, éndert nichts daran, dass nur x4 oder
g als Stellschrauben iibrig bleiben, um die Gleichheit von Z,;; und 2/, zu gewéhrleisten.
Denn in R streckt man mit g bzw. x4, welche Elemente eines kontinuierlichen Zahlenstrahls
sind, die Hyperbelpaare also Q:er exakt so auf, dass das bereits gegebene und fixierte
Zr41 € Q. auch zu einem Element aus Q. , wird. Denn dann wire sichergestellt, dass
lrp1 =0l € (QF 1 ANQYL,) ist. Es stellt sich also die Frage, wie dies auf einem finiten
Korper K, der keine kontinuierlichen Hyperbelpaare aufweist ebenfalls gewahrleistet wird.

Hier kommt die in aufgezeigte zu R analoge Vollsténdigkeit von K, beziiglich
der Minkowski-Quadrik ins Spiel. Denn in K, ist Q; fiir jede Hohe z4 € [1; (p—1)/2] =: H,
mit genau einem Muster von Punkten verkniipft (vgl. [Abbildung 11)). Man beginne mit
einer Startkonstruktion, wie zum Beginn dieser Seite, auf der Hohe z,. Dann hat man ein
Muster Qg ‘xd gegeben. Diese Quadrik wird dann mit dem Verlauf von 7 zum jeweiligen

Center ¢, auf dem Z/{]KZ verschoben. Nun tritt wie behauptet das Problem auf, dass
das bereits gegebene und fixierte .., ¢ Qj+2|xd sein wird. Wenn das so ist, dann

durchlduft man nun alle Héhen =) € H, \ {z;} und sucht nach dem Muster, das von
"oben" betrachtet einen Losungspunkt #/,; der Quadrik Q7F,, ., hat, der Deckungsgleich
d
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6. Harmonischer Oszillator

mit 2, ist (vgl. |[Abb. links|). Dieser zum gegebenen #,,; deckungsgleiche Punkt
2!, sollte wegen der Vollstandigkeit von K, beziiglich der Minkowski-Quadrik immer

T+1
auffindbar sein. Mit der Quadrik Q| , zu der Héhe ), die Z,,y = &, sicherstellt, ist
d

dann die notwendige Symmetrie fiir eine Punktspiegelung gegeben. Man erhélt somit Z,,3.
Mit einem hierzu analogen Vorgehen fiir alle weiteren 7 hat man gewéahrleistet, dass der
dynamische Constraint fiir all diese verbleibenden 7 eindeutig erfiillt sein wird.

Problematisch bei dieser Argumentation ist jedoch, dass sich diese Vollstdndigkeit von
KK, bzgl. der Quadrik auf die plus und minus Quadrik bezogen hat. Ob nur die plus
Quadrik dennoch ausreichend ist, miisste man ebenfalls noch zeigen. Die Vermutung ist,
das es i.d.T. so ist, denn wie mit [Abbildung 11| rechts ersichtlich, ist Q¢ vollstéindig
bzgl. der Lésungen in den Bereichen, in denen es @ auch in R ist. Das soll heifen,
dass die zeitartigen Lichtkegel - linker und rechter in der - vollstdndig mit
Q4 Losungen iiberlappungsfrei ausgefiillt werden kénnen, also das die Anzahl der Q"
Losungen ausreichend sein sollte, obwohl IK, im Gegensatz zu R endlich ist. Weiter sei
hierzu noch erwédhnt, dass wenn p groft genug gewahlt ist, sodass eine iiber den ganzen
Raum hinweg ausgedehnte Trajektorie hineinpasst, automatisch auch (p — 1)/2 grofer ist,
als der "Abstand" von ¢, und ¢é,4o (vgl. links). Denn sonst wiirde man ein
Muster von Punkten der Abmafe (p — 1)/2 bzgl. dem jeweiligen Center haben und Z,;
wiirde aukerhalb davon liegen wéhrend 2/, innerhalb liegt und man wiirde vergeblich

nach Deckungsgleicheit suchen (vgl. [Abbildung 16| rechts).

Y o2

—(p - T\P|—

i Y ]
. _|T+1x . | N : (p-1)/2
ZT+Uxy, Zr+llg, ]U]Kg‘ Xr+1 g Xr+1 Tq ]Z/f]Kg‘

xq Zq
£r+2‘md »-1)/2 £T+2‘:cd
0 0

Abbildung 16: Zur Deckungsgleichheit von Quadrikpunkten von zu einander verschobenen
Quadriken. Darstellung des IK,,, wobei die Linien zu den verschiedenen Héhen auf abstrakte Weise
stellvertretend fiir den L{]Kg zu verstehen sind. Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.

Um nun heraus zu finden, ob i.d.T. &1 = 2/, nicht von vornherein gegeben ist, wird
wie folgt vorgegangen. Man nimmt an, dass es nicht von vornherein gegeben ist, d.h., das:

(974)* = (92a)741 = — (&7 — 20 - Crp1 + &71,) # const. (6.5)

angenommen wird. Dabei ist dieser Ausdruck zu |[Gleichung (6.4))| &quivalent, bis auf die
T-Abhéngigkeit. Dabei ist (gxq)Z,, so zu verstehen, dass nur einer der beiden Parameter
letztlich fiir die Aufstreckung der Hyperbeln zusténdig ist. Der Ausdruck wurde aber
so notiert, da prinzipiell beide dazu in der Lage sind. Weiter betrachte man folgende

Argumentation mit der [Abbildung 17]
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Argumentation zur Gewéahrleistung des dynamischen Constraint

1. Per Startkonstuktion sei &, 1,%,41 € QF und &, gegeben.
Aus &,41 folgt ¢, und damit QF, ;.

2. Man fithre nun eine Punktspiegelung vom gegebenen z, am gegebenen ¢,,; aus.
Damit erhélt man z,,-.

2.1 Wenn nun 2, von vornherein nicht mit 2. deckungsgleich ist, dann hétte
man zuvor mit (gaq)%,, aus |Gleichung (6.5)| die Hyperbelpaare aufstrecken
miissen, sodass der linke Hyperbelast von Q. einen mit dem gegebenen
festen z, deckungsgleichen Punkt aufweist. Denn erst dann hat man die nétige
Punktsymmetrie von 2, und Z,,o bzgl. ¢, 11, sodass der dynamische Constraint
erfiillt ist. Also das 4, = 4, € Q:Lrl ist und wegen der dann gewahrleisteten
Punktsymmetrie von z, und z,,9 bzgl. ¢, ist auch 4, € Qjﬂ.

2.2 Wenn nun Z, von vornherein mit & deckungsgleich ist, dann ist es nicht notig
die Hyperbelpaare von Q. ; entlang des L{]K;f zum Center ¢;.1 hin oder von
ihm weg zu strecken. Denn die Hyperbelpaare liegen schon so wie sie es sollen,
damit man Z, an ¢, punktspiegeln darf, damit man z,,, erhalt.

Korollar 6.1. Die Punktspiegelungsmethode und damit die Verwendung der
[b.] einer Geraden impliziert, dass

bei der iterativen Konstruktion einer Trajektorie, welche dem Prinzip des dynami-
schen Constraint unterliegen soll, dieser V 7 sichergestellt sein wird.

Denn sie ist unabhéngig davon, ob die Hyperbeln aufgestreckt werden miissen oder nicht.
Beweis: 2.1 und 2.2 der Argumentation zur Gewahrleistung des dynamischen Constraint
(vgl. den algebraischen [Beweis [D|im [Anhang D], der erst zum Ende der Arbeit gefunden
wurde).

Fall 2.1 Fall 2.2

Abbildung 17: Zur Gewahrleistung des dynamischen Constraint fiir ein nummerisch iteratives
Programm. Vektoren des Z/{]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was nicht heiften soll, dass sie
tatsdchlich in der Zeichenebene liegen miissen. Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise
den Z/{]Kg repriasentieren. Die Punkte des P]Kg wurden mit ® markiert, was nicht heifsen soll, wie
iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind.
Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.
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6. Harmonischer Oszillator

Mit kann also nummerisch iterativ eine Trajektorie konstruiert werden, die
dem Prinzip des dynamischen Constraint folgt, ohne das dabei darauf geachtet werden
muss, ob die Hyperbeln nun i.d.T. aufgestreckt werden miissen oder nicht. Die sich damit
ergebenden Punkte der Trajektorie und jeweiligen Center konnen somit genutzt werden
um anschliefend (V1) die Werte von (gz4)? zu berechnen. Sollte sich fiir diese Werte
(gx4)? = const. (V) zeigen, so folgt daraus, dass die Quadriken zu den jeweiligen 7 nicht
aufgestreckt werden miissen. Sollte sich jedoch ein von 7 abhéngiger Verlauf ergeben, so
folgt, dass i.d.T. im Allgemeinen z, # 2. ist.

Zunéchst soll diese Konstruktionsmethode in einem Makro-Limes erprobt werden, um
zu sehen, ob sie das Resultat liefert, dass aus dem Reellen fiir den harmonischen Oszil-
lator bekannt ist. Also eine periodische Funktion mit konstanter Amplitude und einem
Zusammenhang zwischen der Federkonstanten £ und der Winkelgeschwindigkeit w. Denn
iiber dem Korper K, kann man nicht erwarten, einen solchen aus dem Reellen bekannten
- der numerischen Begrenztheit geschuldeten - relativ kontinuierlichen Funktionsgraph
zu erhalten. Insbesondere wenn man die umherspringenden Aquivalenzklassen des K,
bedenkt. Ein sich iiber dem Korper K, ergebendes Resultat sollte man daher vielmehr als
ein Resultat ansehen, das fiir kleine Skalen gilt. Ob und fiir welches Phénomen es genutzt
werden kann, um Vorhersagen zu treffen, wird sich héchst wahrscheinlich nicht in dieser
Arbeit klaren lassen.

Wenn nun ein Makro-Limes fiir die Konstruktion einer Trajektorie mit dem dynamischen
Constraint erprobt werden soll, dann ist also ein anderes Zahlenfeld, wie z.B. Z,, zu
wihlen. Aber dann muss bedacht werden, dass selbst fiir ein entsprechend gewéhltes (gz4)?,
sofern {iberhaupt notwendig, nicht notwendigerweise Z, mit einem der diskreten Punkte
der linken Hyperbel zur Quadrik Q:Ll in |Abbi1dung 17| deckungsgleich ist. Denn wenn
nicht K, mit seiner Vollsténdigkeit bzgl. der Quadrik oder der tatséachlich vollkommen
kontinuierliche reelle Zahlenraum zugrunde gelegt wird, werden keine - iiber alle Hohen
hinweg - vollstandigen Muster vorhanden sein oder es werden diskrete Hyperbeln vorliegen.
Somit kann es sein, dass man bei einer, sofern iiberhaupt notig, perfekt gestreckten
Hyperbel, zwar das @, per Startkonstruktion gegeben hat, aber in der Quadrik Q7 ; selbst
der deckungsgleiche Punkt &/ gar nicht vorkommt, da sie ja nicht kontinuierlich oder
vollstéandig bzgl. der Losungen ist.

Korollar 6.2. Verwendung der Punktspiegelungsmethode zur Konstruktion der Trajektorie

iber Zahlenfeldern die nicht KK, oder R sind, impliziert, dass man so tut, als ob man
R verwendet hatte um die Losungen der Quadrik auszurechnen.

Beweis: Durch Verwendung der Punktspiegelungsmethode und damit durch Verwendung
der [Definition [5.1] einer Geraden wird sich aus einem per Startkonstruktion gegebenen
Z, per Punktspiegelung an ¢,,; immer ein 2,5 berechnen lassen, obwohl die Quadrik

T, selbst - iiber Zahlenfeldern die nicht K, oder R sind - nicht notwendigerweise einen

deckungsgleichen Partner zu 2, haben muss.

Allerdings ist mit der Makro-Limes noch nicht vollstdndig. Da wie von Simon
in [17] Abschnitt 6.1 gezeigt, bedarf es eines weiteren Elements, denn "will man |[...| die
Schwingung besser auflosen, die Zeitauflosung |...| aber nicht kleiner als 1 [sein kann|, muss
die Frequenz kleiner werden. Unter der Annahme, dass der Vorfaktor k] der Kraft mit der
Frequenz korreliert, muss der Vorfaktor also bruchwertig werden."
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Mit diesen beiden Elementen, Punktspiegelungsmethode und einem k := %, ist es gelungen
den klassischen harmonischen Oszillator (HO) aus der finiten projektiven Geometrie heraus
zu entwickeln, wobei er die Eigenschaften aufweist, die aus dem Reellen bekannt sind.
Dabei wurde analog zu [Abbildung 17] folgende Startkonstruktion gewéhlt. Dimension
d = 2 und Zahlenfeld Z,,. Damit wurde die Quadrik zum Standardcenter auf der Hohe
9 = 24 berechnet. Es wurde die Hohe 24 gewéhlt, da die Quadrik iiber Z,, zu dieser
Hohe verglichen mit den anderen Hohen "schone" diskrete Hyperbeln aufweist. Wobei mit
diese Startwahl und somit die Dichtheit der diskreten Hyperbeln irrelevant
sein sollte. Weiter wurde fiir 7 = 0 0.B.d.A. o = [0, 24]” gewiahlt und als Startauslenkung
2oy =[-25724]" € QJ’WZM. Da z_, am Standardcenter gespiegelt wird und man damit
2 erhilt, folgt fiir die Startgeschwindigkeit @y = &, © 29 = [25 — 0, =7 — 0, 24]T und damit
fiir die raumliche Geschwindigkeit u; = —7. Somit wahlt man mit der Startauslenkung
also mit z_; eigentlich die Startgeschwindigkeit. Nach dieser Startkonstruktion wurden
alle weiteren Punkte der Trajektorie iterativ durch eine Schleife berechnet, die iiber alle
T € [0 Tynaz) loopt, wobei sie immer wieder die Punktspiegelungsmethode verwendet. Vgl.
dazu den Quellcode des Python-Moduls, der mit dem Link, der im Literaturverzeichnis
in der Quelle [29] hinterlegt ist, abrufbar ist. Die rdumliche Komponente (z); der sich
mit diesem Verfahren ergebenden Punkte sind in [Abbildung 18| iber 7 aufgetragen.
Dabei einmal fiir Z = 1, N = 10? und einmal fiir Z = 1, N = 10°. Weiter sind die
raumlichen Geschwindigkeiten (), die sich auch mit diesem Verfahren ergeben haben,
iiber 7 in [Abbildung 18| aufgetragen. Dabei einmal fiir Z = 1, N = 10% und einmal fiir
Z =1, N = 10°. Weiter ist in diesen Abbildungen jeweils der Zahlenwert der Amplituden
hinterlegt, welcher zustande gekommen ist, indem den iterativ erzeugten Daten die grofsten
bzw. die kleinsten Werte entnommen wurden. Uber all diese so entstanden Maxima bzw.
Minima wurde jeweils gemittelt, was die in den Abbildungen hinterlegten Werte Al , A

bzw. A, Ay erklirt. Die jeweils dazu angegebene Schwankung ist die Standardabweilchung
von diesen Mittelwerten und soll somit ein Mafs dafiir sein, wie konstant die Amplituden
tiber mehrere Perioden hinweg sind. Die in den Abbildungen angegebenen Werte T3}, T’
bzw. T, T, sind die Periodendauern, die dadurch zustande gekommen sind, dass zu
je zwei benachbarten Maxima bzw. Minima die 7 Differenz gebildet wurde. Uber all
so entstandenen Periodendauern wurde gemittelt, was den jeweils angegebenen Wert
erklart. Die dazu angegebenen Schwankungen sind Standardabweichungen von diesen
Mittelwerten und sollen somit ein Maf dafiir sein, wie konstant die Perioden iiber mehrere
7 hinweg sind. Fiir N = 103 zeigen sich Schwankungen der Amplitude im tausendstel
Bereich und fiir grofere N werden diese Schwankungen immer kleiner. Die Schwankung der
Periode fiir kleine N ist dadurch zu erklaren, dass der Algorithmus, der die Maxima bzw.
Minima ermittelt, bei einer zu groben zeitlichen Auflésung auf kein eindeutiges Maxima
bzw. Minima trifft. Das heifst, er findet zwei fast gleichen Werte und je nach Wert der
Nachkommastellen nimmt er das linke oder rechte "Maxima". Weiter ist bei N = 10° die
Schwankung exakt Null, das heifst er findet eindeutige Maxima bzw. Minima, die immer

wieder den gleichen Zeitlichen Abstand aufweisen.
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6. Harmonischer Oszillator
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Abbildung 18: Ort und Geschwindigkeit iiber 7. Vorgegebene Startgeschwindigkeit uqy = —7.
AL & AZ bezeichnen die mittlere positive bzw. negative Amplitude. T & T bezeichnen die
mittleren Maxima bzw. Minima Absténde in Einheiten von 7. Hohere Auflésung unter Link {8}.
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Schlieflich wurde noch VN € {[1; 1000] C N} U {n|n =10° v, v € [1; 100] C N} und
Tmaz = 3000 die Amplituden und Perioden wie oben beschrieben berechnet. Damit wurde
fiir den Zusammenhang;:

1 m(2m)? 1

k= T (6.6)
Z

N = TP = (TS)?

N iiber (T;)? geplottet. Wie erwartet ergaben sich Geraden. Mit Fits an diese Geraden
wurden die Steigungen ermittelt, welche Abweichungsfaktoren 3+ = (FitSteigung)* /a
von G =2.0002 im Fall von 7} und = = 1.9998 im Fall von T, ergaben. Diese lassen
auf einen Faktor zwei schliefsen, da ein Faktor 1 die Erwartung gewesen wére. Auf den
Faktor 2 wird bei der Analyse zur Energieerhaltung eingegangen. Damit lésst sich also bis
auf den Faktor 2 sagen, dass der fiir den HO erwartete Zusammenhang zwischen k& und w

gegeben ist (vgl. [Abbildung 19). Weiter wurde fiir den Zusammenhang;:

2T
+ _ +
AL = AL - T
Ai
AT =@ .t 6.7
X1 27T X1 ( )

A;tl iiber 7 :;'i aufgetragen. Wie erwartet ergaben sich Geraden. Mit Fits an diese Geraden
wurden die Steigungen ermittelt. Im plus Fall ergab sich 27 - (FitSteigung)t = 6.9997 und
im minus Fall ergab sich 27 - (FitSteigung)™ = 6.9992. Ein Vergleich dieser Werte mit
der eingestellten Startgeschwindigkeit |u;| = 7 ldsst den Schluss zu, dass die Entwicklung
des HO s aus der finiten projektiven Geometrie heraus auch den Zusammenhang der

|Gleichung (/6.7)| bewahrt (vgl. [Abbildung 19)).

100000 + Fit: 1600
a1 = (50.666+0.001) 1073 [1/72]
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Abbildung 19: Links: Nenner {iber quadratischer Periodendauer zur Verifizierung der
. Jeweils fiir die mittleren Periodendauern iiber 3000 7-Schritte, die aus den positiven
Ortsamplituden Abstédnden bzw. negativen ermittelt wurden. Rechts: Positive Ortsamplituden
bzw. negative iiber den Periodendauern, die aus den positiven Ortsamplituden Absténden bzw.
negativen ermittelt wurden. In beide Plots wurde jeweils fiir den plus und minus Fall eine Gerade
f(z) = a1 - x + ap gefittet. Hohere Auflosung unter Link {8}.
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6. Harmonischer Oszillator

Weiter ist noch der Plot zu den Gamma Faktoren zu zeigen. Es wurde bewusst der Plural
verwendet, da einerseits v = dxo/dT ~ /7 ist andererseits v = ug sein sollte, bei der
Wahl ¢ = 1. Weiter gibt es die Faktoren ., aus |Gleichung (6.1))| die zu jedem 7-Schritt
berechnet wurden. All diese Versionen, die ndherungsweise eigentlich das Gleiche sein
sollten, wurden in aufgetragen. In dieser Konstruktion haben wohl z,/7 und
ug nicht die Bedeutung von ~. Denn der v Faktor in Abhéngigkeit von einer oszillierenden
Funktion weifst eine vollig andere Form auf, welche so wie v, wegen der gegen ¢ kleinen
Startgeschwindigkeit aussehen sollte. Auferdem sollten xo/7 und ug - global gesehen - nicht
vollsténdig vom Positiven ins Negative wechseln, wenn sie etwas mit dem Gamma-Faktor
zu tun haben sollen.

20 H
o HH\UMMMMMMMMM
-20 H
0 2000 4000 — 6000 8000 10000

Z=1, N=1.0e+ 04 = Xo/T = Up = y,=1.0e+00x2.3e—-16

Abbildung 20: Iterativ erzeugte zy Koordinate durch 7 dividiert und neben iterativ erzeugtem
up und v aufgetragen. Hohere Auflésung unter Link {8}

Weiter wurde fiir den Zusammenhang:

Eyes = Brin(r) + Bpa(r) = 5ml(@(r)i]? + ZH{E()N]? 2 = (69
= %mAil = const.

Eiin(T), Epor(17) und Eg, iiber 7 aufgetragen. Dabei musste der zu [Gleichung (6.6))] ge-
fundene Faktor 2 konsequenterweise ergidnzt werden. Damit hat sich die [Abbildung 21]
ergeben. Der angegebene Wert der Gesamtenergie ist dabei der Mittelwert iiber die sich
ergebenden Werte fiir die Gesamtenergie nach (Gleichung (6.8))| fiir die zugrunde liegenden
iterativ erzeugten Daten. Die Schwankung ist die Standardabweichung vom Mittelwert
und somit ein Mafs fiir die Konstanz der Gesamtenergie. Dabei wird diese Schwankung
fiir grofer werdende N kleiner, da man mit grofser werdenden N der kontinuierlichen
Zeit-Translationsinvarianz immer néher riickt (vgl. [Abb.21)). Somit ist auch die Energie-
erhaltung im Makro-Limes bis auf den Faktor 2 gewahrt. Der Faktor 2 riihrt vermutlich
daher, da wie von Simon in [17] Abschnitt 4.2 Gleichung (36) gezeigt, in der finiten
projektiven Geometrie das Potential zu einem 7 analog zur projektiven Geschwindigkeit
eine Differenz von den Potentialwerten Vorher und Nachher ist und somit kein Faktor 1/2
im Potential auftritt. Warum er dennoch in der kinetischen Energie vorliegt, sollte daher
rithren, das wie zu |Gleichung (4.11))| gezeigt, sich der Ausdruck der klassischen kinetischen
Energie als Lagrangian ohne Potential aus der Newton-Quadrik gerade mit dem Faktor
1/2 im finiten Projektiven konstruieren ldsst. Dieser klassische Ausdruck der kinetischen
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Energie folgt ebenso, wenn der Lagrangian der aus der Minkowski-Quadrik abgeleitet
wurde, bzgl. Geschwindigkeiten die klein gegen ¢ sind gendhert wird. Da die Startgeschwin-
digkeit klein gegen c gewéhlt ist, ist eben der klassische Ausdruck der kinetischen an dieser
Stelle verwendbar. Aufserdem ergeben sich fiir verschiedene Startgeschwindigkeiten analoge
Ergebnisse und fiir eine positive Startgeschwindigkeit - anstatt wie in dieser Arbeit eine
negative gewéhlt - liegt in Ort und Geschwindigkeit wie erwartet eine Phasenumkehr vor.
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Abbildung 21: Gesamtenergie als Summe von kinetischer und potentieller des HO im Makro-
Limes nach (Gleichung (6.8} Hohere Auflésung unter Link {8}.
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6. Harmonischer Oszillator

Weiter wurden die (gz4)> Werte mit |Gleichung (6.5 aus den mittels Punktspiegelung
iterativ erzeugten Daten berechnet und iiber 7 aufgetragen. Diese mit 7 nicht konstanten
Werte sind in [Abbildung 22| ersichtlich. Mit bloffem Auge aus den Abbildungen schwer
erkennbar, jedoch sind unter den (gz4)> Werten auch negative Werte dabei. Die Anzahl der
Werte (gz4)? < 0 ist in den Abbildungen vermerkt. Auch wenn man die Startkonstruktion
auf die maximale Hohe - hier 72, nicht [73; 75|, da fiir [73; 75] nur Quadrikpunkte vorliegen,
die eine Startgeschwindigkeit von Null implizieren - setzt, ergeben sich zwar weiterhin
analoge Resultate bzgl. der Orte, Geschwindigkeiten und der Energie, jedoch nimmt auch
dann (gx4)? Werte kleiner Null an. Der Wert von (gz4)? zu 7 = 0 ist dabei wie erwartet,
das Quadrat der Hohe der Startkonstruktion.
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Abbildung 22: Werte von (gr4)? nach (6.5))| berechnet aus den iterativ erzeugten Daten
mittels Punktspiegelung und aufgetragen iiber 7, mit g = 1. Hohere Auflésung unter Link {8}.
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Den bisher prasentierten Resultaten liegt die Minkowski-Quadrik zu Grunde. Nun soll
dem ganzen Prozedere die Newton-Quadrik zu Grunde gelegt werden. Fiir die projektive
Beschleunigung wurde bisher:

o 4 Uy, r—1T1,7
R ar _k,yT—l
ar = = T1,r
Td=2
mag=2

verwendet. Um von Ergebnissen der SRT zu klassischen Ergebnissen zu gelangen, néhert
man v << ¢, wodurch man v = 1 setzt. Damit wiirde sich fiir die projektive Beschleunigung:

ao,r —kml,fulxq
ar = al,T = _k‘rlﬂ'
T mas

ergeben. Weiter berechnet man die Newton-Quadrik zum 7-ten Center ¢, = Z, @ a, :

T
e 0 —cor 0 0 —1| [ca 0 —cor 0 0 —c3
Q¥ =10 ¢ —C1, 0 1 0 0 ¢ —a.| =10 c —C1.+Co
0 0 ¢ -1 0 0 0 0 ¢ —c —c1.0 c%,T + 2¢ 102

Anschliefsend bildet man das Quadrik-Polynom:

_ 2T A+s 202 2.2 —-
0 =74, Q7 &rar = 73 (€17 + 2¢0,,C2) — T2 202(To,r41C2 + T1741C17) + QT r1y =

= 25a, +x2b; +cr (6.9)

und wahlt eine Startkonstruktion analog zum vorherigen Fall, mit p = 151, 2.1 =
(6, 6, 3] € QY und &, = [0,3]”. Fiihrt eine Punktspiegelung am ersten Center ¢ = 2 aus,
da auch das Newton-Quadrik-Polynom die notwendige Punktsymmetrie besitzt. Damit
erhilt man #; = [-6, —6, 3]T € Qév , was eine Startgeschwindigkeit u; = —6 zur Folge hat.
Nun beginnt eine Schleife im Quellcode, die immer wieder die Punktspiegelung verwendet,
wie oben ausfiihrlich beschrieben. Das heifst die durch diese Schleife iterativ erzeugten
Daten werden sich in ihrem Kern nicht von den obigen Resultaten unterscheiden. Oben
wurde die Startgeschwindigkeit klein gegen ¢ gewéhlt, weswegen der y-Faktor in jedem
Iteration-Schritt wie in [Abbildung 20| gezeigt, Fluktuationen der Grofenordnung 10716
um die Eins ausgefiihrt hat. Somit sind obige Ergebnisse im Grunde der Newton-Fall. An
dieser Stelle wundert man sich, wieso die Ergebnisse von der Quadrik unabhéngig sind.
Aber sie sind nicht vollstéindig unabhiingig. Denn der Verlauf von (gz4—2)? bzw. hier nur
r2_, unterscheidet sich, da er eben von der Quadrik abhéingig ist. Dazu 16st man zunéchst
|Gleichung (/6.9)| nach z4—o auf:

1 e
:L‘d:27:|: - . (—b—,- j: b?— - 4(17—0—,—) = deQ,i(T) (6]‘0)

2a.;

und verwendet die iterativ erzeugten Daten um diese Werte fiir die jeweiligen 7 zu
berechnen. Der 7-Verlauf dieser ist in [Abbildung 23| fiir N € {103,10°,107} dargestellt.
Damit zeigt sich, dass die Minus-Losung die sinnvolle Wahl sein sollte, da der xo _-Verlauf
gegen die vorgegebene Starthohe von 3 konvergiert und der xo -Verlauf nicht.
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Abbildung 23: Die sich durch die Newton-Quadrik ergebenden x3 +-Verlaufe {iber 7. Hohere
Auflésung unter Link {8}.
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Mit zeigt sich, dass die klassisch berechneten Trajektorie-Daten den Hohen-
verlauf konvergieren lassen, sofern man die Newton-Quadrik zugrundelegt. Man kann nun
argumentieren, der Hohenverlauf unter der Minkowski-Quadrik aus ist fiir
die klassisch berechneten Trajektorie-Daten, also fiir Geschwindigkeiten u; << ¢, nicht
zuldssig. Daher soll nun der sich unter der Minkowski-Quadrik ergebende Hohenverlauf
fiir eine vorgegebene Startgeschwindigkeit u; ~ 0.967 ¢ analysiert werden. Fiir die sich
dabei ergebenden Plots muss darauf hingewiesen werden, dass sich nicht der erwartete
relativistische Orts- und Geschwindigkeitsverlauf ergeben hat und folglich auch die Ener-
gieerhaltung nicht gegeben ist. Auf diese nicht der Erwartung entsprechenden Verldufe im
relativistischen Fall wird im Anschluss detaillierter eingegangen. Da nicht der erwartete
relativistische Orts- und Geschwindigkeitsverlauf vorliegt kann man argumentieren, dass
folglich der Hohenverlauf nicht korrekt sein kann. Dennoch betrachte man an dieser Stelle
den sich fiir eine vorgegebene Startgeschwindigkeit u; ~ 0.967 ¢ ergebende Hohenverlauf
in [Abbildung 24]1] Denn dieser ist ein Beispiel fiir einen nicht trivialen Attraktor. Dabei
kénnen Attraktoren triviale bis hin zu beliebig komplexe Formen annehmen. Der Begriff
Attraktor taucht in der Theorie dynamischer Systeme auf und ist eine Untermenge eines
Phasenraums, die von einem dynamischen System angestrebt wird (vgl. [30]). Somit liegt
es nahe, die (x2,7)-Ebene als eine Art Phasenraum aufzufassen und den Hohenverlauf
e = a(xo(7),21(7)) als 7-Entwicklung der iiber die Minkowski-Quadrik miteinander
vernetzten Raumzeitkoordinaten. Wie der [Abbildung 24.1{ zu entnehmen ist, ergeben sich
komplexe Attraktoren. Das es vermutlich Attraktoren und keine nummerischen Fehler
sind, die sich fortpflanzen und sich ab einer gewissen Anzahl von Iterationsschritten be-
merkbar machen, scheint mit folgendem Gedankengang plausibel. Nummerische Fehler
sollten daher rithren, dass die Zeitauflosung nicht fein genug ist. Wéhlt man nun eine
feinere Zeitauflosung, also ein grofseres N, so sollten die diskretisierten Hohen in einen
- der nummerischen Begrenztheit geschuldeten - relativ kontinuierlichen Verlauf iiberge-
hen, welcher bis ca. 7 = 0.75 - 107 bereits vorliegt (vgl. [Abbildung 24.2)). Das heifit die
Diskretisierung der Hohen in [Abbildung 24! 1| sollte sich fiir ein grofseres N nach rechts
verschieben, wenn sich fortpflanzende nummerische Fehler die Ursache der Diskretisierung
sind. Allerdings zeigt sich in [Abbildung 24[3] in der ein um den Faktor 103 groferes N
gewéhlt wurde, das Gegenteil. Somit liegen vermutlich nicht triviale Attraktoren vor. Mit
[Abbildung 24[4] erkennt man, dass der Ortsverlauf keine Attraktoren in dem 7-Bereich
aufweist, in dem der Hohenverlauf sich hinsichtlich der Attraktoren manifestiert. Fiir den
Geschwindigkeitsverlauf ergibt sich ein analoges Bild. Selbst wenn sich die richtigen Orts-
und Geschwindigkeitsverlaufe fiir eine relativistische Startgeschwindigkeit ergeben hétten,
wiirden sich vermutlich dennoch nicht triviale Attraktoren im Hohenverlauf ergeben, sofern
dieser fiir die richtigen Orts- und Geschwindigkeitsverlaufe nicht konvergiert. Schreibt man
dem Hohenverlauf sowohl im Reellen als auch im Finiten keine physikalische Bedeutung
zu, so sollten nicht triviale Attraktoren im Hohenverlauf kein Problem darstellen.

Wie bereits erwdhnt, war es fiir eine relativistische Geschwindigkeit u; ~ 0.967 ¢ und
unter Verwendung der Punktspiegelungsmethode nicht moglich den erwarteten Orts- und
Geschwindigkeitsverlauf eines HO und somit auch nicht die Energieerhaltung des HO aus
der finiten projektiven Geometrie heraus zu entwickeln. Dies wird mit der
ersichtlich. Da die Verlaufe der Raumzeitkoordinaten nicht die erwarteten sind, kann aus
dem Hoéhenverlauf nicht gefolgert werden, ob die Quadrik und somit die Hyperbelpaare
iiber dem reellen Korper zu jedem Center aufgestreckt werden mussten oder nicht.
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Abbildung 24: Werte von (gry4)? nach berechnet aus den iterativ erzeugten Daten
mittels Punktspiegelung und aufgetragen tiber 7, mit u;(7 = 0) ~ 0.967c und g = 1. Weiter
sind die 1 und w; Verldufe fiir die gleichen Parameter aufgetragen, welche keine Attraktoren
aufweisen. Hohere Auflésung unter Link {9}.
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Abbildung 25: 1, u;, E und 7 Verldufe mit 7 fiir ui(7 = 0) = 0.967¢ und g = 1. Hohere
Auflésung unter Link {10}.
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6. Harmonischer Oszillator

Das sich nicht die erwarteten Resultate fiir eine relativistische Geschwindigkeit ergeben
haben, liegt vermutlich daran, dass die Konstruktion der Trajektorie fiir relativistische Ge-
schwindigkeiten noch nicht vollstédndig ist. Denn bisher wurde mit der Punktspiegelung ite-
riert, d.h. es wurde zu jedem 7 zunéchst der Koordinatenabstand A(Z;,—1); = (&;)i—(Zr-1):
berechnet und dieser zum aktuellen Center ¢, = Z,; @ a, addiert, um den néchsten Punkt
Trp1 =[G +HAT 4, xd]T zu erhalten. Das heifit es wurde im Grunde die Parallelprogramm-

Identitat der projektiven Beschleunigung aus und zugehoriger

verwendet. Dieses Vorgehen war im relativistischen Fall nicht zielfiihrend und im klassi-
schen nur begrenzt, da die zp und uy Komponenten, wie mit gezeigt, nicht
im erwarteten Verlauf resultierten. Somit sollte eine relativistische vollstdndige Konstruk-
tion der Trajektorie im Grenzfall u; << ¢ die richtigen zy und uy Verlaufe liefern und
dabei die bisherigen korrekten x; und w; Verldufe beibehalten und im Fall relativistischer
Geschwindigkeiten die entsprechenden Verlaufe liefern. Es stellt sich also die Frage, wie
man die bisherige Konstruktionsmethode weiter ausbaut.

Dazu iiberzeugt man sich zunéchst mit der |Gleichung (D.12)| im [Anhang D| dass es
mit dem bisherigem Konzept notwendig ist, dass man i.d.T. die Hyperbeln in jedem
7-Schritt entsprechend Strecken muss. Das heifst, man hat zum Center ¢, eine gewisse
Einheitslangenskalierung durch ein Hyperbelpaar bzw. dortige Quadrik und im Center
Cr41 ist eine - aufgrund der Anschlussbedingung, dass Z, € ()., ., sein muss - andere
Skalierung notwendig, da die Hyperbelpaare entsprechend gestreckt werden miissen. Das
heift man kann sich zu jedem Center ein anders skaliertes Inertialsystem (IS) denken. Das
zu jedem Center ein anders skaliertes IS vorliegt, macht auch physikalisch Sinn. Denn
jedes IS zu einem Center ist bzgl. dem vorherigen relativ bewegt mit einer lokal konstanten
Geschwindigkeit, welche sich bei einer beschleunigten Bewegung fortlaufend veréndert bzw.
im Fall des HO oszilliert. Das heift fiir eine modifizierte Konstruktion der Trajektorie sollte
man nicht ausschliefen, dass eine Streckung der Hyperbelpaare neben einer Verschiebung
notwendig ist, um eine beschleunigte Bewegung zu beschreiben.

Damit im Hinterkopf ergab sich die erste Idee fiir eine Modifikation der Konstruktion der
Trajektorie. Man gehe von einer Startkonstruktion aus, bei der 0.B.d.A. &, = [0, 24]7 ist
und wéhlt 2,,1. Nun hélt man daran fest, dass die Beschleunigung aus der Vierkraft der
SRT resultieren soll und das neue Center ¢, 1 = Z,41 @ a4, ist. Weiter hélt man nicht
mehr daran fest, dass fiir die Beschleunigung und die vorher und nachher Geschwindigkei-
ten die Parallelprogramm-Identitdt und somit die Punktspiegelung gelten soll, also das
20,41 = Ury1 — U, nicht mehr gelten muss. Nun gilt es Z,,5 zu bestimmen, wobei die
bisherigen Punkte der Trajektorie gegeben und fest sind. Die Punktspiegelung und somit
die symmetrischen Koordinatenabstdande A(Z;41,); sollen nicht mehr verwendet werden,
um I, o zu bestimmen. Somit bleibt nur noch {ibrig, dass man Z,,- entlang der Geraden,
die in Z, startet und durch ¢, geht, sinnvoll verschiebt. Denn verschiebt man nicht nur
entlang einer Geraden, so hat man das Problem, dass das System unterbestimmt sein
wird. Nun werden die Punkte 2., Z,,; und ¢,,, als Raumzeitkoordinaten aufgefasst, die
beziiglich des IS zum Standardcenter ¢, = [0, 24]7 gemessen werden. Somit wird auch der
Koordinatenabstand A(Z,41,); bzgl. diesem IS gemessen. Weiter nimmt man an, dass
das IS zum Center ¢,;;1 bzgl. dem IS zum vorherigen Center relativ bewegt ist, mit der
Geschwindigkeit ., = ¢-41 — ¢ und wendet daher eine Lorentz-Transformation auf
den Koordinatenabstand A(Z1; ); an. Damit soll sich nun der néchste Punkt ergeben
als Tr40 = Crq1 + A(Urer)A(Zr41,7);. Dieses Vorgehen ist fragwiirdig, da es impliziert,
dass z, bzgl. IS, und z, bzgl. IS,; "global gesehen" nicht deckungsgleich sind und
man somit auch die Forderung, dass vorher und nachher Geschwindigkeit Elemente der
Quadrik sein miissen aufgibt. Dennoch wurde dieser Ansatz programmiert und getestet,
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was kein zielfithrendes Resultat lieferte. Denn der Geschwindigkeitsverlauf divergierte und
nahm Geschwindigkeiten grofer ¢ an. Dem System wurde also Energie zugefithrt durch
den Lorentz-Boost der Koordinatenabstiande A(Z;41,);. Wahrend das System mit der
Punktspiegelungsmethode im relativistischen Fall Energie verloren hat.

Daher ergab sich die zweite Idee fiir die Modifikation der Konstruktion der Trajektorie.
Die Energieerhaltung sollte verwendet werden, um zu wissen, um wie viel der Punkt
T,y entlang der Geraden - die von Z, durch ¢,,; geht - verschoben werden muss. Um
die Energieerhaltung explizit einbauen zu konnen, musste gefordert werden, dass der
raumzeitliche Abstand —(gz4)? = (#, — ¢r41)* = (4, + d,41)? in jedem 7-Schritt konstant,
gleich der Gesamtenergie ist. Dadurch war es moglich ~(0;41) = Eio(ﬁf + a2, — V(1))
und damit |0, 1] zu folgern. Weiter wurde 2,19 = ¢,41 + A(¢;11 — ) verwendet, um auf
den nachfolgenden Punkt zu schliefsen. Dabei wurde A aus einer quadratischen Gleichung,
die aus (i@, + @,41)* = const. = (41 + dr,o)? resultierte, gefolgert. Dabei haben sich die
. L S _(3er) [ > L _(3er) [ » .
Betrage von U,41 in drqp = CLT+2(UT+1, Arya (TT-&-?)) = a7+2(UT+1 » Arqo (7‘7-_,_1 + UT+1)) =
Ary2(Tri1, Uryq) iber die quadratische Gleichung in A einarbeiten lassen. Die langwierige
Rechnung zu den im Quellcode benutzten Endformeln wird nicht prasentiert, da dieser
Ansatz nicht Zielfiihrend war. Das dieser Ansatz nicht zielfiihrend ist, héitte man mit
der Forderung, dass die Gesamtenergie gleich der konstant gezwungenen Hohe sein soll,
vermuten kénnen.
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7. Fazit

7. Fazit

Mit den beiden fehlgeschlagenen Versuchen der Modifikation der Konstruktion der Trajek-
torie kann man vermuten, dass es nicht sinnvoll ist, wenn man das Parallelprogramm, also
20,41 = Uryq — Uy, aufgibt. Insbesondere nicht wenn man zunéchst @,y = &1 — Zry1
als eine Art Geschwindigkeit interpretiert und somit u, = w,. 1 — 2d,,, als eine Art
Impulserhaltung, wobei hier natiirlich kein Stofs von Teilchen stattfindet. Auferdem scheint
es nicht sinnvoll das Parallelprogramm aufzugeben, da dieses fiir einen 7-Schritt qua-
si eine finite Ableitung der Geschwindigkeit darstellt. Das Konzept vom dynamischen
Constraint aufzugeben scheint auch nicht sinnvoll, da dieser eine Art Energieerhaltung
reprasentiert, da er quasi eine finite projektive "Differentialgleichung" darstellt und eine
Differentialgleichung lésst sich meist aus der Energieerhaltung im Kontext der Mechanik
ableiten. Ob diese Auffassung von einer quasi Energie- und Impulserhaltung hinsichtlich
des Parallelprogramms und des dynamischen Constraint ausreichend ist, oder ob man sie
doch explizit in die Konstruktion der Trajektorie einarbeiten muss, muss sich noch zeigen.
Jedoch, wenn an diesen beiden Konzepten - Parallelprogramm und dynamischer Constraint
- festgehalten werden soll, bleibt noch nur die Beschleunigung als Angriffspunkt iibrig. Fiir
diese eine komplett neue einzufiihren, anstatt die aus der SRT bekannte zu nutzen, ist
sicherlich ein Versuch wert. Dennoch wird mit der Intuition die sich mit dieser Arbeit ge-
bildet hat und nach einem Gespréch mit Mecke, hier ein anderer Weg vorgeschlagen. Denn
mit dieser Arbeit wurde plausibel gemacht, dass man der Quadrik von vornherein mehr
Freiheitsgrade zugestehen sollte, welche sich letztlich aus der Beschleunigung gerade so
ergeben miissen, dass das Parallelprogramm und dynamischer Constraint gewahrt bleiben.
Das soll heifen, dass nicht nur eine Verschiebung der Quadrik um die Beschleunigung
erfolgen soll, sondern zudem eine Streckung bzw. Stauchung der Hyperbelpaare entlang der
Zo-Achse und eine Streckung bzw. Stauchung der Hyperbelpaare entlang der x;-Achse und
falls notig auch eine Drehung der Hyperbelpaare um das Center der Hyperbelpaare auf der
affinen Hyperebene. Derart viele Freiheitsgrade mit nur zwei Parametern ag und a;, im
Fall d = 2, konnen erreicht werden, wenn statt eines Translationsoperators in Abhéngigkeit
von ¢ = I & a beispielsweise der folgende Operator verwendet wird:

~ £L‘d]ld —a
P,= , welcher (7.1)
+a Tq

auf die Minkowski-Quadrik angewendet wird und anschlieftend im Quadrik-Polynom:

—

7

0=2TPL.Q*Poi = (7 — @)% + (gza)? + 29°77d + i—(aaT)Ii (7.2)

d d

resultiert. Damit zeigt sich, fiir d = 2, dass fiir ein ap = 0 nur allein der Parameter a, fiir
eine Streckung bzw. Stauchung entlang der xy- und x1-Achse verantwortlich ist. Setzt man
ag # 0, so zeigt sich, dass nur allein der Parameter a; fiir eine Streckung bzw. Stauchung
entlang der xg- und x1-Achse und eine Rotation der Hyperbelpaare um das Center der Paare
verantwortlich ist. Ein dhnliches Verhalten zeigt sich, wenn man die Rollen der Parameter
in den vorherigen Satzen vertauscht. Somit stellt P;a eine Verschiebung und Neigung der
Quadrik dar, deren Kombination fiir gewisse Parameterwerte auch eine Drehung hervorruft.
Von den Moglichkeiten hinsichtlich der Freiheitsgrad der Quadrik, die nur durch diese
zwei Parameter ag und a, gegeben sind, iiberzeugt man sich am besten, indem man das
GeoGebra-Applet unter dem Link {10} aufruft und die graphischen Resultate begutachtet,
die sich mit der Verdnderung der Werte der Parameter ergeben. Auferdem kann man dem
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GeoGebra-Applet entnehmen, dass unter dem Operator aus [Gleichung (|7.1)| das Center der
Hyperbelpaare auf der affinen Hyperebene nicht mehr durch ¥ + @ gegeben ist. Das heifst,
man miisste eine effektive Beschleunigung @’ = @ + b einfithren, wobei @ aus der Vierkraft
der SRT resultiert und b eine Verlingerung von @ darstellt, welcher aus |Gleichung (]ﬁm
abgeleitet werden miisste unter Ausnutzung einer Mittelpunktsgleichung fiir Hyperbelpaare.
Damit dann bzgl. dem Center @’ eine Punktspiegelung ausgefiihrt werden kann. Auch
wenn mit dem Operator aus |Gleichung ([7.1))| mehr Moglichkeiten gegeben sind, ist es
fraglich, ob von vornherein der dynamische Constraint hinsichtlich des vorher Punktes
bzgl. dem aktuellen 7 erfiillt sein wird. Falls nicht, sollte in |Gleichung (7.1))| anstatt +a
ein Funktional f (@) verwendet werden. Gegebenenfalls kénnten Erhaltungssétze fiir die
Bestimmung des Funktionals hilfreich sein. Jedoch ldsst sich all dies nicht mehr in dieser
Arbeit klaren.

Dennoch war es fiir den klassischen harmonischen Oszillator mit der Definition der projek-
tiven Geschwindigkeit und Beschleunigung und dem Konzept des dynamischen Constraint
moglich, ihn aus der finiten projektiven Geometrie heraus zu entwickeln. Dies stellt ein
wesentliches Indiz dafiir dar, dass es fiir den relativistischen harmonischen Oszillator
ebenfalls mdglich sein sollte.
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A. Zur Biquadrik

Anhang

A. Zur Biquadrik

Plausibilitdtsrechnung

Al
zur lokalen Einheitslangenfestlegung durch die Biquadrik (A1)

Durch die Biquadrik Q(jf aus |Gleichung 2.7| mit g, 1< g— erhélt man fiir die Dimension
(d + 1) = 3 des zugrundeliegenden Vektorraums die Gleichungen:

Fr 0= -2+ a7+ 2l
Qo : 0= —a)+ 23 — 23
Betrachtet man nun die Linie lo = (+1,0,1)7 in ¢y = (£1- (A = 1), 0, 0)"-Richtung durch
das Center der Biquadrik auf der affinen Ebene U ]KZ, die sich auf dem Aufpunktsvektor
é2 = (0,0,1)T befindet und iiberpriife ob diese Linie die Quadrik schneidet:
QF: —(£1)?*+0*+12=0

Eine weitere, anders orientiere Linie, ist durch /; = (0,£1,1)7 gegeben und auch diese
schneidet die Quadrik:

Qy: 0P+ (1) -12=0.

Somit werden zwei Einheitslangen auf dem Z/{]KZ durch die Biquadrik festgelegt, was in

veranschaulicht wurde.

Betrachtet man nun die Gleichungen der Biquadrik Q(jf aus |Gleichung 2.7/ mit g, 212 g—
fiir die Dimension (d + 1) = 4 des zugrundeliegenden Vektorraums:

5, 2. 2. 2
5 0= —af+ ] + a5 + 3

Qo : 0= —af+ a3 +a5 —a3.
Weiter die Linie Iy = (£1,0,0, 1), die mit:
QF: —(£1)*+0*+0*+1°=0

Einheitslangen entlang ihrer Vorwérts- und Riickwartsrichtung festlegt. Hingegen die
Linien /; = (0,41,0,1)" und I, = (0,0, 41,1)7 legen mit:

Qy: 0+ (£1,)*+0°—1>=0 (Vj=1,2)

zwei weitere Einheitslangen entlang ihrer jeweiligen Vorwarts- und Rickwartsrichtungen
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fest. Somit werden auch im Fall (d + 1) = 4 auf dem UK} ausreichend viele lokale
Einheitslangen definiert (vgl. dazu Abb. |A.1]).

Abbildung A.1: Illustration, iiber - aus illustrativen Zwecken - den reellen Zahlen, zur Lingen-
festlegung der Biquadrik auf dem Z/{]K;;, dessen Aufpunktsvektor és nicht einzeichenbar ist (vgl.
[GL. [2.3 & [Bsp. [2.2). Die rote Quadrik ist durch —1 = 23 + 2% + 23 gegeben und die blaue durch
1= m% + 22 + 2. Quelle: Selbst angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.

Betrachtet man abschliefend fiir die Dimension (d+ 1) des zugrundeliegenden Vektorraums

die durch Q(}t aus |Gleichung 2.7 mit g, =1 g festgelegten Gleichungen:

d—1
+ . _ 2 2 2
Qy: 0=—z5+ E s
i=1
d—1
- . _ 2 E 2 2
i=1

Weiter die Linie Iy = (%10, 04, ..., 14)7, welche:

d—1

Qr: —(£1)*+> 07+ (1a)* =0 (A.2)

=1

schneidet. Hingegen die Linien I; = (0p, ..., 0j-1, £1;,0;41, ..., 041, 14)” legen mit:

j—1 d—1
Qo : —0*+ ) 07+ (£L,)*+ ) 07— (19> =0 (Vj=1,..,d—1) (A.3)
i=1

i>7

(d—1) weitere Einheitsldngen entlang ihrer Vorwérts- und Riickwértsrichtungen fest. Somit
werden auch im Fall der Dimension (d 4 1) des zugrundeliegenden Vektorraums auf dem
U ]Kg ausreichend viele lokale Einheitsldngen definiert.

65



B. Zum Rechnen mit Projektivitaten

B. Zum Rechnen mit Projektivitaten

. 1, +y .
Satz B.1. Sei &,§ € PKZ. Sei weiter Ty = j Y € T(d,K,), dann ist T, ein
1
Translationsoperator, der eine Translation von & um =y auf der affinen Hyperebene U ]Kg
durch & ¢ := Tiy2 bewirkt.
Beweis:

T@g="Te(d) = = =: 3 (B.1)

1, +7| | 7+

0 1 1 1
Somit ist Z:= ¥+ ¢ € UK? und da (2)q = 1 ist, wurde & um =£¢ nach 2 auf der affinen
Hyperebene U ]Kg verschoben.

Satz B.2. Sei 2,y € P]Kz. Sei weiter Tig ein Translationsoperator im Sinne von |Satz B.1
dann ist:

poi=¢ (B.2)

Bewezis:

=
O
=
Il

|

8
=
Il
Il
Il
Il
>

Satz B.3. Sei 2,9 € P]Kz. Sei weiter Ti@ ein Translationsoperator im Sinne von |Satz B.1
dann ist ¢ das Neutrale Element bzgl. der Translation:

te)=aj (B.3)
Beweis:
e | La £y |0 +y X
0 1 1 1
O

Satz B.4. Sei 1 € P]Kg. Sei weiter 7} ein Translationsoperator im Sinne von ,

dann ist:

T =T (B.4)
Beweis:
N 1, 2| |1; # 1, 7-7
T T= " ‘ — | =T
0 1 0 1 0 1
weiter ist nach [SatzB.6
T—:%Ti = AmT—x
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und somit auch

TiT 5 =144

Satz B.5. Sei 2,9 € P]K;f. Sei weiter T} ein Translationsoperator im Sinne von [Satz [B.1},
dann ist:

T oy = T-s T (B.5)
Beweis:
. 1y —(Z+y) g —ZFy
T-(a2p) =
0 1 0 1
. 1, —#| |1, T 1 _ 7
Ty = d d Yy _ d Ty
0 1 0 1 0 1
O

Satz B.6. Sei 2,y € P]Kz. Sei weiter Tiy ein Translationsoperator im Sinne von [Satz [B.1
dann kommutieren die Translationen:

BEB)=DJS . (B.6)
Beweis:
S A 1, +7| | =7 +7+ 7
0 1 1 1
S 1, +£Z| |x7 +ij+ 7 +7+
0 1 1 1 1
O
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C. Ergéinzende Abbildungen zu
C. Erganzende Abbildungen zu |[Abschnitt 5|

URL “s zu hochauflésenden Abbildungen

{1}  https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hJ5Z-f4cK1Z-F3wPGQ?e=CjoTMe
{2}  https://1drv.ms/f/s!AkJRecmt503q8hKhwgeWC0GtoorOQY Q?e=3AQqgbh
{3} https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKhvMajA AVDHTv5cfg?e=ch08VFEF
{4.1} https://1drv.ms/f/s!AkJRecmt503q8hKkA 9IMCjw2beAytNwre—=APdygf
{4.2} https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKkBVpMZwiDZv3ETqA ?e=awKdQt
{4.3} https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKohEmk73bkbVEAPNg?e—akJ9Ze
{5} https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKh4mHsfIQY4BBxyyQ?e—=ecLDI1
{6}  https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKhbugnLkibRXHzN8A 7e—=gw1SPP
{7} https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKh6e UkkEBvwANLNtg?e=wzZj30
{8}  https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKh7rbgjPthsKY37YA7e=dszbQL

{9}  https://1drv.ms/f/s!AkJRemt503q8hKh8Wo T 7ZvPbwSld3Q7e=Sjeoi3

{10} https://www.geogebra.org/calculator/ugbwtb57
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https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKkA_9MCjw2beAytNw?e=APdygf
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https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKh6eUkkEBvwANLNtg?e=wzZj3o
https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKh7rbgjPf5sKY37YA?e=dszbQL
https://1drv.ms/f/s!AkJRcmt503q8hKh8WoT7ZvPbwSld3Q?e=Sjeoi3
https://www.geogebra.org/calculator/ug6wtb57

D. Algebraischer Beweis zur Punktspiegelungsmethode

Das Konzept zum dynamischen Constraint dufsert sich geometrisch dadurch, dass mittels
einer Geraden aus z, durch ¢,,; der Punkt 2,5 als Schnitt dieser Geraden g, mit der
Quadrik Q¢ ,, entsteht. Das heifst es gilt:

5T+1 = fT+]. + Ei‘r+1 (Dl)
g(AT) = fT + >\T : (ar-l—l - ‘7_}7') = f’r + /\7' : (fT-f—l + 67-+1 - f’r) = (Dz)
=T+ N (Ur + Arg1) =1 Tr + Ay - Wrrgs (D.3)

man vergleiche dazu [Abbildung 15| Fiir das entsprechende A, das es zu bestimmen gilt,
gilt dann, dass §(\,;) = %, 9. Fiir diesen Punkt soll gelten, dass Z,,2 € @,y ist:

0= j:3—1+2QAT+15%T+2 = (D'4)
- . O3 - .

= (x‘r-i-? - CT+1)2 + (gzd) (:BT + Ar - W, 74+l = Trl — a'r+1)2 + (gxd)2 = (D'5)
— (A -ty — (i + am))? + (9202 B O\ B — Brrn) + (9202 = (D6
= (A = 1) - rri1)® + (g2a) = (A2 =20, + 1) -2y + (924)? (D.7)

2 (gwd)2
0=A =2\ +(1+ =5—) (D.8)

w
T,7+1

Der Punkt ., soll ebenfalls nach dem dynamischen Constraint Element von @, sein:

0= 37 Qrinir = (D.9)
= (7- — CT+1) + (gxd)2 = (Tr — Try1 — 5T+1)2 + (gxd>2 = (D.10)
= (s — A+ (g2a)? = T2+ (910 = (D.11)

— (gz4)* = _’727+1 —i? — EL’EH = — EL'T2+1 +# const., (D.12)

wobei @ - @ = 0 nach der SRT gilt. Somit folgt aus |Gleichung (D.8)}

—‘2

0=\ — 2\ + (1— -2ty = (D.13)
wTT+1
=X (M=2)<= A e{\_=0, =2}, (D.14)
das heifst:
G- =0) =7 € Qria (D.15)
ﬁ()\ﬂ_i_ — 2) - f + 2 N (6T+l — Z_"T) — (D16)
=2-¢ 41— I, € Qri1, (D17)

was genau die Punktspiegelung darstellt, wenn man - wie es der dynamische Constraint
verlangt - fordert, dass neben ,,5 auch 2, Element der Quadrik (), ist.
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E. Zum erstellten Python-Modul

E. Zum erstellten Python-Modul

Das Modul wurde selbst geschrieben, verwendet dabei aber auch iibliche Python-Modulo wie
Numpy, Matplotlib und andere, siche Zelle Modulimport. Prinzipiell sind alle im Modul auf-
tretenden Funktionen separat ansteuerbar. Das Modul hat den Namen "B _fpg source code
.py" und ist in dem Ordner "download me", der mit dem |Link, der im Literaturverzeichnis
in der Quelle [29] hinterlegt ist, abrufbar. Die Datei "A use modul.py" stellt dabei den
"Eingabekopf" fiir die Verwendung des Moduls dar. Dieser ist in Zellen aufgebaut, welche
aussagekriftige Namen haben und die dabei in der Reihenfolge angeordnet sind, wie auch
die Ergebnisse dieser Arbeit in [Abschnitt 5| und [Abschnitt 6] angeordnet sind. Um das
Modul und den Eingabekopf zu nutzen, sollte der Ordner "download me"heruntergeladen
werden und am gewiinschten Ort auf dem PC abgelegt werden. Anschlieffend kann die Datei
"A use modul.py" mit einer Python-IDE gedffnet werden, dabei sollte die Ordner-Struktur
und die Namen der Ordner und Dateien nicht verdndert werden, da das Arbeitsverzeichnis
des Codes bzgl. der aktuellen Position auf der Festplatte automatisch angepasst wird.
Auflerdem empfiehlt es sich eine Python-IDE fiir das 6ffnen des Eingabekopfs zu nutzen,
welche aus dem Code eine Inhaltsverzeichnis von diesem visualisiert, wie bspw. Spyder.

Die Hauptaufgabe des Codes ist eine iibersichtliche Ubergabe der wichtigsten Parame-
ter und alles andere wird automatisch vom Code durch Fallstricke angepasst, sodass
direkt entsprechend gewiinschte Plots angefertigt werden. Der Code ist momentan fiir
die Minkowski-Quadrik fiir d < 4 ausgelegt und Verschiebungen dieser auf der affinen
Hyperebene Z/I]Kf,. Das Quadrikpolynom in |G1eichung @N wurde jeweils explizit aus-
geschrieben. Daher muss man dem Quellcode eine analoge Struktur fiir eine beliebige
andere Quadrik hinzufiigen, in Form einer Funktion, wenn man analoge Analysen, die
in gemacht wurden, fiir eine andere Quadrik durchfithren mochte (vgl. die
Funktion "construct_q" im Modul). Das explizite ausschreiben des Polynoms aus
bzw. der Version davon, die entsteht mit einer Verschiebung der Quadrik, hat den
Vorteil, dass nicht der Rechner Matrixmultiplikationen ausfithren muss, was die Rechenzeit
erheblich verkiirzt. Denn wenn bspw. p = 151 fiir K, gewahlt wird, liegen fiir d = 4 bereits
p° ~ 7.8 - 10'° Punkte vor, die jeweils im Plus- und Minuspolynom in |Gleichung (/5.1))
iiberpriift werden miissen, ob sie es erfiillen. Die Zellen 0 bis einschliefslich 4 geh6ren zum

und die restlichen Zellen gehéren zum [Abschnitt 6]
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Abbildungsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis

In[Abb.[1}1|sind die Punkte des K3 in blau aufgetragen. In|Abb. [112[sind drei

Aquivalenzklassen nach |Deﬁn1t10n [2.11{ mit durchgezogenen roten Linien

angedeutet. [Abb. [1.3] zeigt die nach |Gleichung ({2.3)| gewdhlte Konvention,

wobei drei Reprisentanten der drei Aquivalenzklassen aus [Abb. [112] beispiel-

haft in rot eingezeichnet sind. Dabel wurden ihnen normierte homogene

Koordinaten entsprechend nach |Gleichung (2.3)| zugewiesen. [Abb. [1}4] zeigt

eine alternative Konvention. In Abb. JAbb. [115] sind Punkte des IKs auf-

getragen, welche nach Wahl der homogenen Koordinaten nach |[Gleichung

(2.3)] in [Abb. [1.6] (rote Punkte) iibergehen. In |[Abb. |1.6] sind mit griinen

Linien Zentralprojektionen angedeutet, welche die gewahlten Reprasentan-

ten (rote Punkte) nach |Gleichung (2.1 auf ein anderes Element innerhalb

der jeweiligen Aquivalenzklasse iiberfithren. Quelle: Selbst angefertigt mit

PowerPoint. . . . . . . . L

Links: Der projektive Raum PIK; eingebettet im IK3-Vektorraum. Rechts:

Die gleiche projektive Geometrie reprasentiert durch Punkte und Linien.

Quelle: [T4| . . . . .o

B.

[Abb. [3{ 1} Der rote Kegel stellt die Losungsmenge der Gleichung 0 = —zj +

x5 + x5 (I) iiber - aus illustrativen Zwecken - den reellen Zahlen dar und

der blaue Kegel stellt entsprechend die Losungsmenge der Gleichung 0 =

—ag+xy—x3 (II) dar. Weiter ist mit schwarzen Punkten der PIKZ dargestellt.

Der Schnitt der Losungsmenge der Gleichungen (I) & (II) (rote und blaue

Kegel) mit der Ebene, also dem UIKZ legt Einheitslingen bzgl. dem Center

(schwarzer Punkt auf der xo-Achse) fest und ist mit Hyperbelpaaren, in

orange und violett angedeutet. Quelle: Selbst angefertigt mit PowerPoint

und GeoGebra. [Abb. 312} Simulation der Biquadrik mit Minkowski-Signatur

(Gleichungen (I) & (II)) mit Hilfe einer Z-Néherung fiir p = 11251 (vgl.

Quelle: [17]).. . . . . o oo

Links: Die affine Ebene U/IK3 und eine Quadrik in rot. Rechts die gleiche

Ebene mit einer Biquadrik in rot und blau, sodass jede Linie durch das Cen-

ter zwel dchnitte mit der Biquadrik besitzt. Die Quadriken sind gestrichelt

angedeutet, da sie selbst nur aus diskreten Punkten tiber einem endlichen

Korper K3 bestehen. Quelle: [6f| . . . . . ... ... ... .. ... ... ..

Mlustration zu den |G1eichungen 3.3) & (3.4 l Vektoren des L[]Kg sind in

einer Ebene gezeichnet, was nicht heilsen soll, dass sie tatsachlich in der

Zeichenebene liegen miissen. Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise

den U ]Kg reprasentieren. Die Punkte des P]Kg wurden mit ® markiert, was

nicht heilsen soll, wie tiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren

(Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind. Quelle: selbst angefertigt

mit PowerPointd . . . . . . . ..

6.

[lustration zu den |Gleichungen ((3.7)) & (3.8)[ und der [Definition [3.4] Vekto-

ren des U ]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was nicht heifsen soll, dass sie

tatsachlich in der Zeichenebene liegen mussen. Denn die Zeichenebene soll

auf abstrakte Weise den U]Kg reprasentieren. Die Punkte des P]Kg wurden

mit » markiert, was nicht heilsen soll, wie iiblich in der Physik, dass es

senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die Zeichenebene sind. Quelle:

selbst angetertigt mit PowerPomnt.|. . . . . . ... .. ... ... ... ...
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[7.

[llustration zum kinematischen und dynamischen Constraint. [Abb. |71}

Das blaue Kegelpaar stellt die Losungsmenge der |Gleichung ([3.10))| iiber -

aus 1llustrativen Zwecken - den reellen Zahlen dar, mit den willkurlichen

Werten ayp = —0.5 und a; = 0.6. Das rote Kegelpaar stellt entsprechend

die Losungsmenge der Gleichung dar, die sich aus |Gleichung (3.10))| mit

ag = 0 = ay ergibt. Die orangenen bzw. violetten Hyperbelpaare sind die

Schnitte der Quadriken Qf bzw. Q7 mit dem U2 (obere graue Fléche

in JAbb. [71)). ]ébb. [712; Vogelperspektive von [Abb. [7l1] wobei ausgewéahlte

Punkte des P]K; auf dem U ]Kj) mit @ markiert wurden, was nicht heifsen soll,

wie iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen)

aut die Ebene sind. Quelle: selbst angetertigt mit PowerPoint und GeoGebra.| 23

Zur Illustration einer Tangentenschar an eine Funktion f. Quelle: selbst

angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.|. . . . . . . .. ... ... ...

24

[llustration zu den |Gleichungen (4.4), (4.5)), (4.6)| und dem Sachverhalt zwi-

schen Normalenvektor (o *|17, 1)T und den Tangentialvektoren (—¢;, 0, f )

Dabel 1st die Zeichenebene auf abstrakte Weise stellvertretend {iir den

R¢ zu verstehen und die x;-Achse ragt aus der Zeichenebene heraus

(2=0,...,d —1). Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.|

27

[10.

Losungen der Minkowski-Quadrik Qg fiir Primzahlen p und Hohen z,

Lichtkegel L.. Links: x5 = 1. Rechts: Diverse 5. Hohere Auflosung unter

I
[

Link {1}] . ...

L

Minkowski-Quadrik Q7. Links: Losungen aller Hohen in einer Ebene darge-

stellt, tur die jeweiligen p = 151,503, 1091. Rechts ist durch Rotation der

entsprechenden Punkte, wie im Absatz zu |Gleichung (/5.5)| beschrieben, aus

dem zugehdrigen linken Plot entstanden. Hohere Aufldsung unter Link {3}] 37

Minkowski-Quadrik @i, Lichtkegel L.. Verhalten der Aquivalenzklassen

uber die Hohen hinweg lasst sich durch den ithnen zugeordneten Nummern

nachverfolgen. Hohere Aufldsung unter Link {6}]. . . . . .. ... ... ..

39

Links: Zur Punktspiegelung. Die Punkte auf dem &/ ]Kg, welcher auf abstrakte

Weise als Zeichenebene dargestellt wird, wurden mit © markiert, was nicht

heiken soll, wie iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquiva-

lenzklassen) auf die Zeichenebene sind. Rechts: Zur Hohenskalierung. Die

[11€]1) dell Ve nledenenl rnonel [1d aul ab akte Vvelise C C crend

fiir den U ]KZ zu verstehen. Die sich iiber I, ergebende Gerade sieht nicht wie

hier dargestellt geradlinig aus (vgl. |[Abbildung 12). Quelle: selbst angefertigt

mit PowerPoint) . . . . . . . ..

42

4.

Minkowski-Quadrik @y, Lichtkegel L.. Losungen aller Hohen in einer Ebene

dargestellt, uber links: 7., und rechts: Q.,. Hohere Auflosung unter Link {7}] 42

5.

Zur Ertassung des dynamischen Constraint fur ein nummerisch iteratives

Programm. Vektoren des L[]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was nicht

heilsen soll, dass sie tatsachlich in der Zeichenebene liegen mussen. Denn

die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise den UIK? reprisentieren. Die

Punkte des PK¢ wurden mit © markiert, was nicht heiken soll, wie tiblich

in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf die

Zeichenebene sind. Quelle: selbst angefertigt mit PowerPomnt.|. . . . . . . .

44

I16.

Zur Deckungsgleichheit von QQuadrikpunkten von zu einander verschobenen

Quadriken. Darstellung des IK,,, wobei die Linien zu den verschiedenen

Hohen auf abstrakte Weise stellvertretend fiir den U/ ]Kg zu verstehen sind.

Quelle: selbst angefertigt mit PowerPoint.| . . . . .. ... ... ... ...
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7.

Zur Gewahrleistung des dynamischen Constraint fiir ein nummerisch ite-

ratives Programm. Vektoren des M]Kg sind in einer Ebene gezeichnet, was

nicht heilsen soll, dass sie tatsachlich in der Zeichenebene liegen miussen.

Denn die Zeichenebene soll auf abstrakte Weise den UIK? reprisentieren.

Die Punkte des 75]Kg wurden mit ® markiert, was nicht heilen soll, wie

iiblich in der Physik, dass es senkrechte Vektoren (Aquivalenzklassen) auf

die Zeichenebene sind. Quelle: selbst angetertigt mit PowerPoint.|. . . . . .

47

3.

Ort und Geschwindigkeit iber 7. Vorgegebene Startgeschwindigkeit u; =

—7. A, & A, bezeichnen die mittlere positive bzw. negative Amplitude.

T ;ﬁ & Tuil bezeichnen die mittleren Maxima bzw. Minima Abstande in

Einheiten von 7. Hohere Auflosung unter Link {8}, . . . . . ... ... ..

0.

Links: Nenner iiber quadratischer Periodendauer zur Verifizierung der |Glei-

chung (6.6)} Jeweils fir die mittleren Periodendauern iiber 3000 7-Schritte,

die aus den positiven Ortsamplituden Abstanden bzw. negativen ermittelt

wurden. Rechts: Positive Ortsamplituden bzw. negative iiber den Perioden-

dauern, die aus den positiven Ortsamplituden Abstanden bzw. negativen

ermittelt wurden. In beide Plots wurde jeweils tiir den plus und minus Fall

eine Gerade f(x) = a; - ¥ + ag gefittet. Hohere Auflosung unter Link {8} .

0.

Iterativ erzeugte o Koordinate durch 7 dividiert und neben iterativ er-

zeugtem ug und v aufgetragen. Hohere Auflosung unter Link {8}.[ . . . . .

L.

Gesamtenergie als Summe von kinetischer und potentieller des HO im

Makro-Limes nach |Gleichung (6.8). Hohere Auflosung unter Link {8}, . . .

2.

Werte von (gz4)* nach [Gl. (6.5)| berechnet aus den iterativ erzeugten Da-

ten mittels Punktspiegelung und aufgetragen uber 7, mit ¢ = 1. Hohere

Auflosung unter Link {8} . . . .. ... o oo

23.

Die sich durch die Newton-Quadrik ergebenden x5 .- Verlaute tuber 7. Hohere

Auflosung unter Link {8} . . . .. ... o oo

P4,

Werte von (gz4)* nach |Gl. (6.5)[ berechnet aus den iterativ erzeugten Daten

mittels Punktspiegelung und aufgetragen iiber 7, mit u;(7 = 0) ~ 0.967 ¢

und g = 1. Weiter sind die x; und u; Verlaufe tur die gleichen Parameter

aufgetragen, welche keine Attraktoren autweisen. Hohere Auflosung unter

Link {9}] . . . ... . ... . ... ... ...

o8

25.

x1, u, F und v Verlaufe mit 7 fiir u1(7 = 0) ~ 0.967 c und g = 1. Hohere

Auflosung unter Link {10}.. . . . . . . .. ... oo

99

AL

Illustration, uber - aus illustrativen Zwecken - den reellen Zahlen, zur

Langenfestlegung der Biquadrik auf dem U/ ]Kf,, dessen Aufpunktsvektor é;

nicht einzeichenbar ist (vgl. |Gl [2.3] & [Bsp. [2.2)). Die rote Quadrik ist durch

—1 = x5 + 2% + x5 gegeben und die blaue durch 1 = 22 + 27 + z3. Quelle:

oelbst angefertigt mit PowerPoint und GeoGebra.| . . . . . . . . . ... ..
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