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Zusammenfassung

Quasikristalle wurden Ende des 20. Jahrhunderts entdeckt und besitzen trotz langreich-
weitiger Ordnung keine Translationssymmetrie wie klassische Kristalle. Daraus ergeben
sich Muster hoher Komplexität. Ziel dieser Arbeit war deshalb herauszufinden inwiefern
künstliche Intelligenz zu Charakterisierung dieser Muster genutzt werden kann.

Konkret wurde dafür ein neuronales Autoencoder Netzwerk programmiert, welches
selbstständig eine geeignete Parametrisierung für zweidimensionale Quasikristallmuster
erlernen soll. Dies geschieht indem das Netzwerk versucht das Muster nach einer Kom-
pression auf wenige Werte wieder zu rekonstruieren. Dies erwies sich für alle getesteten
Rotationssymmetrien als möglich. Hierbei benötigte das neuronale Netz teilweise deut-
lich weniger Parameter als zur Simulation der Muster ursprünglich verwendet wurden.
Die Nutzung bestimmter Teile des Netzwerks zum Rückschluss auf die Simulationspa-
rameter war nur bedingt erfolgreich. Mittels anderer Netzwerkteile war es wiederum
möglich zufällige neue Muster zu generieren.

Auf welche Weise Quasikristalline Muster von neuronalen Netzen parametrisiert wer-
den, sowie darauf aufbauend die gezielte Erzeugung bestimmter Muster, sind Gegenstand
künftiger Forschung.
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1. Quasikristalle

Lange Zeit wurden als Kristalle nur solche Strukturen verstanden, die eine Periodizität
aufweisen. Mit der Wiederholung bestimmter Bereiche geht auch eine Ordnung über
große bzw. unbeschränkte Entfernungen einher. Dass auch Strukturen mit langreichwei-
tiger Ordnung ohne die Einschränkung auf Periodizität existieren können, zeigt sich in
Mosaiken des Islamischen Mittelalters (Grafik 1) [1]. Dass solche Muster auch in der Na-
tur in Form von sogenannten Quasikristallen auftreten, wurde erst im 20. Jahrhundert
von D. Shechtman [2] entdeckt. Dies führte zu einem Umdenken, wie Kristalle definiert
werden können [3].

Abbildung 1: Photografie des Darb-i Imam Schrein in Isfahan, Iran. Grafik aus [1].

Eine neue mathematische Erkenntnis ist, dass raumfüllende Kachelungen mit lang-
reichweitiger Ordnung aber ohne sich regelmäßig wiederholende Abschnitte existieren.
Dies galt bis Mitte des vergangenen Jahrhunderts als unmöglich. Nur mittels Dreiecken,
Rechtecken und Sechsecken war es möglich, eine Fläche mit gleichseitigen Vielecken
zu füllen, ohne dass Lücken auftreten. Dies führt immer zu einer periodischen Anord-
nung [3]. Das wohl bekannteste Beispiel für ein aperiodisches Kachelmuster ist die nach
Roger Penrose benannte Penrose-Parkettierung, welche in Abbildung 2 gezeigt wird. Sie
besteht aus 2 verschiedenen Kacheln und weist eine 5-zählige Rotationssymmetrie auf.
Dies sieht man gut an den fünfzackigen Sternen. Trotz der fehlenden Periodizität ist hier
eine Art von langreichweitiger Ordnung erkennbar.

Da Quasikristalle beliebige Rotationssymmetrien aber keine sich regelmäßig wieder-
holenden Bereiche besitzen, sind diese Muster für das menschliche Auge mitunter schwer
zu erfassen. Selbst eine grundlegende Eigenschaft wie die Symmetrie des Musters kann
schwer zu erkennen sein. Deswegen soll in dieser Arbeit untersucht werden, inwiefern
künstliche Intelligenz in Form neuronaler Netze genutzt werden kann, um derartige Mus-
ter zu charakterisieren.
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Abbildung 2: Grafik einer Penrose-Parkettierung aus [4].

2. Künstliche neuronale Netze

Nach Vorbild des menschlichen Gehirns, welches in der Lage ist, Reize zu verarbeiten,
zu abstrahieren und selbstständig dazuzulernen, wird bereits seit etwa 1940 versucht,
künstliche Strukturen mit ähnlichen Eigenschaften zu schaffen, sogenannte künstliche
neuronale Netze. Dabei steht nicht unbedingt eine möglichst genaue Modellierung des
Gehirns im Vordergrund, sondern das Nutzen einzelner für die entsprechende Problem-
stellung relevanter Eigenschaften. Die deutlichen Fortschritte auf diesem Gebiet in den
letzten Jahren resultieren vor allem aus der deutlich gesteigerten Rechenleistung moder-
ner Computer und der Verfügbarkeit großer, für das Training notwendiger Datenmen-
gen [5, S.3].

Die kleinste Recheneinheit wird, wie beim Gehirn auch, als Neuron bezeichnet. Dieses
besitzt Inputs x1; x2; :::; xn, welche in der Regel jeweils mit einem Faktor wi; i 2 1; :::; n
gewichtet und anschließend aufsummiert werden. Wird noch ein Offset b addiert, erhält
man also

g(x) =
nX
i=1

wixi + b: (1)

Den Output des Neurons erhält man, indem noch eine Aktivierungsfunktion f(g(x))
angewendet wird. Für diese können verschiedenste in der Regel nichtlineare Funktionen
verwendet werden. Sofern nicht anders angegeben, wurde hierfür die ReLU (rectified
linear unit) Funktion verwendet. Dieser allgemeine Aufbau ist veranschaulicht in Gra-
fik 3. Erst durch die Verwendung dieser nichtlinearen Aktivierungsfunktion erhält das
Netzwerk später viele seiner gewünschten Eigenschaften [6, S.31].

In vielen neuronalen Netzen werden die Neuronen in aufeinander folgenden Schichten,
den Layern, angeordnet, wie in Grafik 4 gezeigt. Die Neuronen haben als Input dann
jeweils den Output der Neuronen im vorangegangenen Layer.

Auf diese Weise lassen sich viele verschiedene Arten von neuronalen Netzen zusam-
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Abbildung 3: Schematische Darstellung eines Neurons, Bild aus [6].

Abbildung 4: Darstellung einiger aufeinander folgender Layer mit unterschiedlicher Neu-
ronenzahl, wobei die meisten Verbindungen zwischen den Neuronen der
Übersichtlichkeit halber weggelassen wurden, Bild aus [5]

menstellen, etwa um beliebige Funktionen zu approximieren oder zur Bild Klassifikation
und Manipulation. Im Folgenden soll jedoch ein sogenannter Autoencoder verwendet
werden, welcher schematisch in Abbildung 5 dargestellt ist. Dieser komprimiert den In-
put zunächst im Encoder, sodass das Bottleneck in der Mitte deutlich weniger Neuronen
enthält als der Input. Danach wird im Decoder versucht, den ursprünglichen Input wie-
der zu rekonstuieren.

Abbildung 5: Schematische Darstellung eines Autoencoders, Bild aus [5]

Dieser Netzwerktyp eignet sich vor allem dann, wenn die Inputdaten wenige freie
Parameter haben, zum Beispiel Position und Radius im Falle von 2D Grafiken mit jeweils
einer Kreisscheibe zufälliger Position und Größe. Nur dann ist es möglich, dass das
Netzwerk eine geeignete Parametrisierung findet. Im Falle völlig zufälligen Rauschens
ist eine Komprimierung unmöglich.

Die hier betrachteten Quasikristalle haben jedoch eine langreichweitige Ordnung und
Symmetrieeigenschaften, wodurch es dem Autoencodernetzwerk grundsätzlich möglich
sein sollte, eine geeignete Parametrisierung zu finden.
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3. Trainings- und Validierungsdaten

Den Ausgangspunkt zum Training des Autoencoders bilden zweidimensionale Quasi-
kristallmuster der Symmetrien 2 bis 18 mit Kantenlänge 1000. Außerdem wurden die
zur Erzeugung genutzten Parameter (2 pro Symmetrie und einen Skalierungsfaktor) mit
zur Verfügung gestellt. Für Details zur Mustergenerierung siehe Appendix A. Da diese
Muster allerdings sehr groß für die Verwendung in einem Neuronalen Netzwerk und die
Erzeugung in geeigneter Menge sehr zeitaufwändig wäre, wurden 100 � 100 Pixel große
Ausschnitte gewählt. Aus jedem großen Muster wurden auf diese Weise sowie durch Spie-
gelungen jeweils 10 kleinere Muster erzeugt, wie in Grafik 6 am Beispiel eines Musters
fünfzähliger Symmetrie gezeigt wird. Diese Ausschnitte werden zusätzlich durch fünf
weitere Parameter charakterisiert. Für Muster 18-zähliger Symmetrie ergibt sich dann
also eine maximale Parameterzahl von 42.

Insgesamt standen damit für jede Symmetrie zwischen 1620 und 2060 kleine Muster
zur Verfügung. Von diesen wurden jeweils die ersten 90% für das Training des Netzwerks
verwendet und die Restlichen für die Validierung des Trainingsfortschritts genutzt. Da-
bei wurde darauf geachtet, dass die aus einem großen Muster abgeleiteten Daten alle
einem der Datensätze zugeordnet wurden, um sicherzugehen, dass das Trainingsergebnis
nicht dadurch verfälscht wird, dass das Netzwerk bereits einen anderen Teil des Musters
gesehen hat.

Da in einem Autoencoder die Kantenlänge der Inputdaten typischerweise wiederholt
um einen Faktor 2 reduziert wird, wurden die 100 � 100 Muster außerdem auf eine Größe
von 96�96 Pixeln zugeschnitten. Dies ermöglicht es, die Kantenlänge bis zu 5 Mal einfach
zu reduzieren. Des Weiteren wurden die gesamten Daten reskaliert, sodass sie in einem
für die Anwendung in neuronalen Netzen typischen Wertebereich zwischen 0 und 1 liegen.
Dadurch sollten auch die Parameter des Netzwerks in dieser Größenordnung liegen, was
die Initialisierung erleichtert. [7]

7



Abbildung 6: Großes Quasikristallmuster mit 5 zähliger Symmetrie und Kantenlänge
von 1000 oben und 3 daraus abgeleitete Muster der Größe 100 � 100 unten
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4. Aufbau des Autoencoders

Für den Autoencoder wurde ein bezüglich des Bottlenecks symmetrischer Aufbau ge-
wählt, wie in Tabelle 1 gezeigt. Der Input wird zunächst im Encoder, welcher sich aus
N Encode-Schritten zusammensetzt, komprimiert. Das auf einen Verbindungsschritt fol-
gende Bottleneck enthält dadurch sehr viel weniger Werte (Neuronen) als der Input. Der
Output wird entsprechend durch N Decode-Schritte erzeugt, welche mit dem Bottleneck
verbunden sind.

Input

Autoencoder

Encoder

Encode Schritt 1
...

Encode Schritt N
Encoder Verbindung
Bottleneck

Decoder

Decoder Verbindung
Decode Schritt N

...
Decode Schritt 1

Output

Tabelle 1: Grundlege Autoencoder Struktur

Da es sich bei den Input Daten um zweidimensionale Quasikristallmuster handelt, ist
das Problem ein recht grafisches. Es liegt also nahe, sogenannte convolutional Layer zu
verwenden, wie sie auch in neuronalen Netzen zur Bildklassifikation eingesetzt werden.
Convolutional Layer funktionieren sehr ähnlich wie Filter in der Bildbearbeitung, wo das
Inputbild diskret mit einer meist quadratischen Matrix (auch genannt Kernel) gefaltet
wird. Man erhält also für Input I(x; y) und Kernel K

I�(x; y) =
nX
i=1

nX
j=1

I(x� i+m; y � j +m)k(i; j) (2)

wobei m die Position des Mittelpunktes und k(i; j) die Elemente von K sind. Es ist
möglich als Input mehrere Channel mit jeweils zweidimensionalem Input zu haben (wie
zum Beispiel RGB Kanäle im Fall eines Bildes). Der Input Ic jedes Channels wird dann
mit einem eigenen Kernel Kc gefalten. Im Falle eines Convolutional-Layers werden dann
ähnlich zueinem dichten Layer die gefaltenen Bilder I�

c addiert und mit einem Offset b
versehen, bevor die Aktivierungsfunktion angewendet wird.

I�
f (x; y) = f

 X
c

I�
c (x; y) + bf

!
(3)

Dies bildet einen Filter, wovon jeder Convolutional-Layer aus mehreren besteht, sodass
der Output auch wieder mehrere Channel entsprechend der Anzahl der Filter besitzt.
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Da die Kantenlänge bei der Anwendung eines Convolutional Layers beibehalten werden
soll, werden am Rand Nullen ergänzt, um auch dort den Kernel anwenden zu können.

Da es im Encoder aber grundsätzlich das Ziel ist, die Anzahl an Werten bis zum
Bottleneck zu reduzieren, besteht jeder Schritt zusätzlich aus einem Maximum-Pooling-
Layer, der die Werte in einem meist quadratischen Bereich (hier 2 � 2) durch deren
Maximalwert ersetzt, wodurch sich in jedem Encoder-Schritt die Kantenlänge um einen
Faktor 2 reduziert.

Um die Kantenlänge im Decoder wieder zu erhöhen, wird Upsampling symmetrisch
zum Pooling verwendet, sodass ein Wert danach ein 2 �2 Quadrat füllt. Die Convolutiuo-
nal Layer werden durch deren transponierte Operation ersetzt (Conv2DTranspose). Ein
Pixel des Inputs wirkt sich also gemäß dem Kernel auf benachbarte Pixel des Outputs
aus. Je Output Channel bzw. Filter werden die Beiträge der verschiedenen Inputpixel
sowie -channel (dann jeweils mit eigenem Kernel) addiert, ein Bias hinzugefügt und die
Aktivierungsfunktion angewendet.

Zunächst wurden zwei verschiedene Möglichkeiten getestet, um die einzelnen Schritte
aufzubauen. In Typ A besteht jeder Encoder-Schritt aus einem Convolutional-Layer mit
Kernel der Größe 5 � 5 gefolgt von einer Maximum-Pooling Operation. In Typ B wird
statt eines Convolutional-Layers mit großem Kernel zwei einzelne aber mit kleinerem
Kernel (3 � 3) verwendet, sodass pro Schritt auch wieder Werte aus einer 5 � 5 Umgebung
berücksichtigt werden, allerdings auf zwei Layer verteilt. Die Decoder-Schritte werden
daraus, wie im vorherigen Absatz beschrieben, konstruiert. Das in der Mitte des Netz-
werks liegende Bottleneck wird mittels dichter Layer mit linearer Aktivierungsfunktion
f(x) = x mit Decoder und Encoder verbunden. Für das Bottleneck wurde eine Größe
von 42 Neuronen gewählt, was der Anzahl der Simulations- bzw. Verschiebungspara-
meter für Muster mit 18 zähliger Symmetrie entspricht. Dieser Aufbau ist in Tabelle 2
dargestellt.

Um nicht alle Layer und anderen, für ein neuronales Netz notwendigen, Funktionen
per Hand implementieren zu müssen, wurde auf die TensorFlow Bibliothek [8] für Python
zurückgegriffen, welche die meisten gängigen Funktionen bereits beinhaltet.

5. Training einzelner Symmetrien

Nachdem nun sowohl erste neuronale Netze definiert als auch die Trainingsdaten vorbe-
reitet sind, kann mit dem Training des Netzwerkes begonnen werden. Hierfür wird für
mehrere Muster (ein Batch) der Output des Autoencoders berechnet und anhand der
Loss-Funktion die Abweichung vom erwarteten Output quantifiziert. Da es in diesem
Falle das Ziel ist, den Input möglichst gut zu rekonstruieren, ist der angestrebte Out-
put genau der Input. Als Loss-Funktion wurde die mittlere quadratische Abweichung
verwendet. Nach jedem Batch werden mittels des Optimizers die freien Parameter des
Netzwerk aktualisiert, sodass schrittweise die Loss-Funktion minimiert wird. Als Opti-
mizer wurde der von TensorFlow bereitgestellte Adam Algorithmus (sofern nicht anders
spezifiziert mit den Standardeinstellungen) genutzt. Das Trainingsintervall, in dem das
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Netzwerk jedes Muster der Trainingsdaten genau einmal sieht, nennt man eine Epoche.
Nach jeder Epoche werden die Daten zufällig neu sortiert, sodass die einzelnen Batches
jedes Mal unterschiedliche Muster enthalten. Außerdem wird der Trainingsfortschritt
evaluiert, indem die Loss-Funktion für alle Validierungsdaten berechnet wird.

Getestet wurden so 2 Netzwerktypen A und B (siehe Tabelle 2) jeweils mit Schrittan-
zahl 2, 3, 4 und verschiedener Anzahl an Filtern je Convolutional-Layer.

Typ A Typ B

Encode Schritt
(5*5) Conv2D (3*3) Conv2D

(3*3) Conv2D
(2*2) MaxPool2D stride=2

Encoder Verbindung Dense
Bottleneck Größe: 42 Neuronen
Decoder Verbindung Dense

Decode Schritt
UpSampling2D size=(2*2)

(3*3) Conv2DTranspose
(5*5) Conv2DTranspose (3*3) Conv2DTranspose

Tabelle 2: Aufbau der einzelnen Schritte

Dieser Ansatz für den Netzwerkaufbau wurde zunächst separat für Muster mit 5- und
17-zähliger Symmetrie getestet. Diese beiden Symmetrien wurden gewählt um einen
möglichst großen Bereich der Trainingsdaten abzudecken. Die 5-zähligen Muster stel-
len die kleinste Symmetrie mit wirklichen Quasikristallmustern dar, welche bereits auf
relativ kurze Distanzen eine gut erkennbare Ordnung aufweisen. Dagegen besitzen die
17-zähligen die Symmetrie mit der größten Primzahl. Dadurch haben diese Muster wenig
mit Mustern niedrigerer Symmetrie gemeinsam bzw. lassen sich schlecht aus diesen ab-
leiten. Durch die hohe Symmetriezähligkeit wird erst auf größere Distanz eine Ordnung
erkennbar. Damit sollten die 17-zähligen Muster eine der für das Netzwerk am schwers-
ten zu lernenden Muster sein. Wenn diese beiden Symmetrien gut funktionieren, liegt es
also nahe, dass das Netzwerk auch mit den anderen Mustern gut zurecht kommen sollte.

Für die Initialisierung des Netzwerks wurde für die Kernelwerte der Convolutional-
Layer der HeNormal-Initializer genutzt. Dieser zieht die Kernelwerte aus einer Normal-
verteilung begrenzt auf das Intervall [�2stddev;+2stddev], wobei die Standardabwei-
chung stddev =

p
(2=Nin) abhängig von der Anzahl Kernelwerte Nin ist. Die Gewich-

tungsfaktoren der Dense-Layer werden mit den Standardeinstellungen (GlorotUniform)
und der Offset für beide Layertypen mit 0 initialisiert.

Die Anzahl an Filtern pro Convolutional-Layer wurde variiert, um die beste Netz-
werkkonfiguration zu finden, wobei die Filterzahl in einem Encoder- bzw. Decoderschritt
jeweils konstant bleibt und sich nur zwischen den Schritten ändert. Dafür wurde jeweils
die Filterzahl filter0 im ersten Encoderschritt spezifiziert und dann auf verschiedene
Weise zum Bottleneck hin erhöht:
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konstant f ilter const;n = f ilter 0

linear f ilter lin;n = n � f ilter 0

exponentiell f ilter exp;n = 2n� 1 � f ilter 0

Im Decoder wird die Filteranzahl dann entsprechend symmetrisch wieder reduziert.
Die verschiedenen Kon�gurationen wurden jeweils 3 Mal für 200 Epochen oder bis

sich über 20 Epochen keine Verbesserung des Validierungslosses mehr einstellt trainiert
und das beste Trainingsergebnis verwendet.

5.1. Training der 5-zähligen Muster

Die Trainingsergebnisse für 5-zählige Muster sind in Tabelle 3 zusammen gefasst. Dabei
bezeichnet loss das Minimum der loss Funktion bezüglich der Trainigsdaten über das
Netzwerktraining von 200 Epochen hinweg. Das Minimum der Loss-Funktion bezüglich
der Validierungsdaten wird analog mit val loss bezeichnet. Evaluiert wurde die Loss-
Funktion jeweils am Ende einer Epoche.

verwendetes Netzwerk
Trainingsergebnis

Filteranzahl
Parameterzahl

[103]n05 [10� 3]
loss val loss

A-MaxPool-2Schritte 0.76 2.22 12,12 595
A-MaxPool-3Schritte 0.84 1.92 12,24,48 660
A-MaxPool-4Schritte 1.87 2.58 12,24,36,48 292
B-MaxPool-2Schritte 0.41 1.69 12,24 1194
B-MaxPool-3Schritte 0.68 1.49 12,24,48 668
B-MaxPool-4Schritte 0.79 1.23 12,24,36,48 277

Tabelle 3: Trainingsergebnisse verschiedene Netzwerke mit maximum Pooling für Muster
mit 5-zähliger Symmetrie.

Man sieht sowohl am Validierungsloss in Tabelle 3 als auch an den Beispielmustern
in Gra�k 7, dass Netzwerk Typ B deutlich besser abschneidet als Typ A. Die erhöhte
Komplexität durch mehr Convolutional-Layer scheint sich hier vorteilhaft auszuwirken.
Betrachtet man den Trainingsfortschnitt anhand der Entwicklung der Loss-Funktion be-
züglich der Trainingsdaten (loss) und Validierungsdaten (val_loss) in Gra�k 8, sieht
man, dass der Trainingsloss grundsätzlich einen niedrigeren Wert hat als der Validie-
rungsloss. Dies ist zu erwarten, da das Netzwerk speziell auf die Trainingsdaten trainiert
wurde. Es hat also gelernt, diese möglichst gut zu rekonstruieren. Auf die Validierungs-
daten wird das Netzwerk nicht trainiert. Anhand dieser wird nur überprüft, dass das
Gelernte auch auf unbekannte Muster übertragen werden kann. Ein etwas schlechteres
Ergebnis ist hier normal. Zusätzlich sind die jeweiligen Minimalwerte angegeben. Auch
eine Erhöhung der Schrittzahl führt zu einer Verbesserung des Trainingsergebnisses mit
Ausnahme der A-4Schritte Kon�guration. Bei Vergleich des Trainingsfortschritts (Gra�k
8) fällt auf, dass die besten Ergebnisse für 2 und 3 Schritte gemeinsam haben, dass der
Validierungsloss ein Plateau bei knapp unter4 � 10� 3 aufweist. Beide Kon�gurationen
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